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ARITMÉTICA E ÁLGEBRA 


(L*, 2.º e 3.º anos) 


MO EVE > 


I — ARITMÉTICA 


CAPÍTULO 1 


Nocóes sobre o cálculo aritmético 
aproximado. Erros. 


1, Preliminares. Na medida de certas grandezas, ou 
no emprego prático das operações algébricas, é comum o 
aparecimento de certos números que não representam o seu 
valor exato mas, apenas, um valor aproximado desses números. 

Assim, se uma pessou colocar em seu carro 15 litros de 
gasolina, a Cr$ 0,775 o litro, terá de pagar Cr$ 11,625. Efe- 
tuará esse pagamento com Cr$ 11,62 ou Cr$ 11,63, por não 
existir moeda inferior a Cr$ 0,01 

Não será possível também, a um matemático, realizar ou 
efetuar cálculos exatos com os valores decimais dos números 
irracionais, tais como x, V2 e ҮЗ ou com dízimas perió- 
dicas como as de geratrizcs + ou J, em virtude do posmul- 
rem esses números, em sua representação decimal, uma infi- 
nidade de algarismos decimais. 

Logo, na impossibilidade prática de obter valores exatos 
de certas medidas, ou, da representação decimal exata de 
certos números tomamos valores aproximados, o que em geral 
é obtido limitando as representações decimais desses números. 

Procedendo assim estamos cometendo erros. 

É, portanto, justo que se procure estudar a influência 
desses erros sobre o resultado das operações, e que se busque 
o processo de se efetuar as operações com um determinado 
erro. 

Daí, pois, a necessidade do estudo dos números aprozi- 
mados. 


H Erros — cota superior. 


2. Problemas fundamentais do cálculo numérico 
aproximado. O objetivo da teoria dos erros 6 a resolug&o 
dos dois seguintes problemas : 


1.9) Averiguar o erro que se comete no resultado de uma 
operação quando se conhece os erro$ dos números 
quo figuram nessa operação (Problema direto) . 

2.º) Investigar com que aproximação ou erro se deve 
tomar os números que figuram numa operação, a 
fim de que o erro do resultado não exceda de um 
valor ou erro prefixado (Problema inverso). 


3. Definições. Chama-se número exato (N) ao número 
que representa o valor inteiro ou completo do uma grandeza. 

Chama-se número aprozimado (A) ao número não exato 
que se emprega para representá-lo. 


Denomina-se erro absoluto (E) n diferença entre o número 
exato e o número aproximado. 


E-N-A .*.N=A+E 


Conforme o erro absoluto seja positivo ou negativo, 
diz-se, respectivamente, que o erro absoluto é por falta ou 
por excesso, 

Se E»0, N>4 pois N=4+E e diz-se que 4 é um 
número aprozimado por falta; ве E <O, N «A pois N =A - Е 
e diz-se que 4 é um número aproximado por excesso. Exemplo : 

Temos que 3,14<r<3,15 

Neste caso, 3,14 6 um número ou valor aproximado por 
falta e 3,15 6 um número ou valor aproximado por excesso. 


Limite superior de wm erro absoluto (cota superior). O 
erro absoluto E nem sempre pode ser determinado, pois, geral- 
mente, desconhecemos o valor do número exato, em virtude 
da impossibilidade da representação decimal dos números 
irracionais. 

Esta dificuldade 6 sanada, todavia, introduzindo-se o 
que se chama limite superior do erro absoluto (L), que se define 
como sendo "uma unidade de uma ordem tal que o erro 
absoluto cometido seja inferior a ela”, 

Assim o limite superior ou cota superior de um erro 


absoluto nada mais 6 do que um valor maior do que esse 
erro, 
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Chama-se grau de aprozimagdo de um número aproxi- 
mado a ordem decimal a que corresponde a cota superior do. 
erro absoluto. Exemplo: 

O valor exato de т nos é desconhecido. 

Se tomarmos w=3,14159..., o número aproximado 
4=3,14 é um número aproximado por falta de т e temos: 

E=3,14159...-3,14=0,00159... 


não podemos determinar essa diferença por não termos todos 
os algarismos, após o 9, do resultado, poderemos contudo 
verificar que 0,00159<0,01 ou &<0,01 e, portanto, a cota 
rior 6 L=0,01. | 
TI QU, o grau de aproximação do número aproximado 
A=3,14 6 da ordem dos centésimos. Ou ainda 3,14 é um 
número aproximado de х а menos de um centésimo, por 
falta. 3,15 seria um número aproximado de r a menos de 
um centésimo, por excesso, 
Porém, se disséssemos que L=0,01 não significaria que 
o valor aproximado é por falta a menos de 0,01. Р 
O que é fácil de ver pois рага L= 0,01 o valor aproximado 
poderá ser 3,134, que não é aproximado a menos de 0,01. 
Concluímos então, de um modo geral, ae А é aproximado 


por falta a menos de m~, L~ , Mas, а recíproca nem 


ne 
10" ” 10" 
sempre é verdadeira, ; 
E representamos que um nümero А é aproximado do 
nümero N com erro inferior a L, assim : 


1.) Se por falta ou por excesso 
A-L<N<A+L 
2.9) Se por falta 
A<N<A+L 
3.9) Se por excesso 
A-L«N«A 
4. Algarismos exatos. Chamam-se algarismos exatos 
de um nümero aproximado aos algarismos da parte inteira 
e da parte decimal, desde o primeiro significativo da esquerda 


até aquele que nos dá o grau de aproximagáo do número 
aproximado. 


Erros — algarismos exat 


Os algarismos que restarem à direita do último exato 
chamam-se inezatos. Exemplo : 


Se o número 0,0799912 6 um valor aproximado do número 
exato 0,08 temos: 
N=0,08 
А = 0,0799912 
Е = 0,0000088 .*. L=0,00001 


^ 


Como o grau de aproximação corresponde a ordem de- 
cimal de L, então temos quatro algarismos exatos. 

Podemos, para melhor compreensão, dizer que algarismos 
exatos são aqueles que, a partir do primeiro significativo da 
esquerda dão, sem interrupção, zeros no número que repre- 
senta o erro absoluto. 

Apresentaremos а ecguir um quadro, com 5 exemplos, 


a fim de melhor elucidar a mancira de determinar o número 
n de algarismos exatos. 


3,141592 | 0,00037452 | 1,414 | 1,732 23,107 


3,141581 | 0,0008736 | 14 1,581992 | 28,1068 


0,000011 | 0,00000092 | 0,014 | 0,200008 0,0002 
5 3 2 
0,0001 0,000001 01 


É importante náo confundir o número de algarismos 
exatos, com o número de algarismos decimais exatos, que 
são aqueles, significativos ou não, que estão após a vírgula, 
até o grau de aproximação. 

Assim, nos exemplos do quadro acima, o número de 
decimais exatas é, respectivamente: 4, 6, 1, 0 e 3. 


5. Supressão dos algarismos inexatos (ilusórios). Este 
problema cousiste em suprimir os algarismos inexatos de um 
número aproximado que possua certo grau de aproximação, 
sem perder esse grau de aproximação. 


Temos dois casos a estudar. 
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Primeiro caso: O número A é aproximado por falta. 

Neste caso basta suprimir os algarismos inexatos e au- 
mentar de uma unidade o último algarismo exato. Exemplo: 

Seja um número A=2,52486 aproximado por falta, a 
menos de um milésimo, de um número N. 

Se A tem 4 algarismos exatos e 2 inexatos, para se su- 
primir esses 2 algarismos inexatos sem alterar o grau de apro- 
ximação, basta que se tome А =2,525. 


SEGUNDO Caso: O número А é aproximado por excesso. 
Neste caso basta suprimir os algarismosinexatos. Exemplo : 
Se 4=2,45736 6 aproximado por excesso, a menos de 
0,001 de um número N. Se tem 4 4 algarismos exatos e 2 
inexatos, para se suprimir estes dois algarismos, basta entáo 
que se tome 4 2,457. 


Onsunvação: Convém notar que, nos dois casos, quando suprimimos 
os algarismos inexatos do número aproximado sem alterar o grau de apro- 
ximução desso número, doixamos de saber se essa aproximação, que não 
alterou o grau, permanece de mesmo sentido, isto é, se é por falta ou por 


excesso. 

Como, na maioria dos casos, não so torna necessário sabor do sentido 
de variação, esto fato não terá grande Importância. 

Be, todavia, em virtude da natureza da grandeza medida o da os- 
pécie de experiência que se realiza, surgir a necessidade do conhecimento 
dema variação, este problema poderá ser resolvido facilmente, bastando 
para isso que se diminua de uma unidade o grau de aproximação. 

Assim, no exemplo do primeiro caso, para se ter o sentido de variação 
teremos de tomar 2,52 por falta e 2,53 por excesso, porém o grau de apro- 
ximação passa do 0,001 para 0,01. 

6. Erro de arredondamento. Chama-se erro de arre- 
dondamento de um número decimal во erro que se comete 
limitando-se a sua apresentação na decimal de ordem n, que 
deve ser aumentada de uma unidade se o primeiro algarismo 
desprezado é maior do que 4. | 

E dizemos que o erro de arredondamento cometido é 
menor ou no máximo igual a 5 unidades da ordem n4-], ou 
a meia unidade da ordem m. Exemplos: 


1.) Limitando o número 7,41258 nos centésimos, temos 
7,41 cujo erro por falta 6: 


7,41258 — 7,41 = 0,00258 


que verificamos ser menor do que 0,005, que 6 meia unidade 
de ordem n=2 ou de 5 unidades de ordem n+1=3. 
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2.º) Se limitarmos o número 7,41258 na terceira decimal, 
aumentando essa decimal de uma unidade, teremos: 7,413. 
E se cometeu um erro de arredondamento de : 


7,413 — 7,41258 = 0,00042 «0,0005 


3.9) Se limitarmos o número 0,85 na primeira decimal, 
temos 0,9. 
E se cometeu um erro de arredondamento de 


0,9 - 0,85 —0,05 


que é igual a meia unidade de ordem n=1 ou de 5 unidades 
de ordem n+1=2. 

Uma exceção à definição de erro de arredondamento 
é о caso da dízima 0,9999... pois seu valor aproximado é 
a unidade, isto porque se desprezarinos uma decimal despre- 
zaremos todas. 


7. Erro relativo (e). Denomina-se erro relativo de um 
número aproximado ao quociente da divisão de seu erro 
absoluto pelo seu valor exato. 

ad 
= 

Podemos dizer também que 6 o erro absoluto por unidade. 

O erro relativo diz mais do que o erro absoluto. Este 
nos mostra simplesmente qual o erro cometido, e nada mais 
é do que a diferença entre o número exato e o aproximado. 
O erro relativo, pelo contrário, estabelece a comparação entre 
о erro que se comete (5) e a quantidade sobre a qual se comete 
esse erro, permite que se faça um conceito preciso sobre a 
maior ou menor precisão de uma medida, sobre o grau de 
aproximação entre o exato e o aproximado. 

Na prática, entretanto, não se conhece geralmente o erro 
relativo, motivo pelo qual se toma então uma cota superior 
desse erro. 


8. Exercícios para resolver. 


1) Ura número 1,7523 tem para valor aproximado 1,75. Qual o erro 
absoluto ? 


2) Qual o erro absoluto cometido quando se toma 0,45 para valor apro- 
ximado de 3; ! 


E 
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8) Qual o erro relativo cometido no número exato 7, se o erro absoluto 
TL 


4) Qual o erro relativo cometido quando se toma 8,27 para valor aj 
ximado do número 3,27125? n3 p 


5) Qual o limite superior do erro absoluto do número т quando se toma 
ura valor aproximado, por falta, a menos de 0,01? 
8) Os números exatos 
4,454009; — 0,000084025 e 0,05 


têm respectivamente para números aproximados 
4,45452; — 0,00008456 е  0,04999936 


Quantos algarismos exatos têm, respectivamente, esses valores apro- 
ximados ? 


7) Dado o número 2,734850 aproximado, por falta, a menos de 0,001 
e que tem 4 algarismos exatos e 3 inexatos, suprimir esses alga- 
rismos inexatos sem perder o grau de aproximação. 


8) Dado o número 5,435678 aproximado, por excesso, a menos de 0,001 
e que tem 4 algnrismos oxutos e 8 inexatos, suprimir esses algas 
rismos inexatos, sem alterar о grau de aproximação. 


9) Qual a cota superior do erro absoluto do número «3,141502... 
quando tomamos 3,41 para sou valor aproximado? 


10) Com quantos algnrismos exatos temos que tomar o número s para 
4 
que seu erro seja menor do que тор? 
11) Dado um número N aproximado a menos de 0,0001, achar uma 


aproximação por falta e uma aproximação por oxcesso com erro 
menor do que 0,01, 


N =13,34303438 


e tem 6 algarismos exatos. 


ResrosTAS 
1) 0,0025 1 3) 6,435 
9 2617 
Мет 9) 0,001 
86 5) 0,01 
i 95807 104 
E 7) 2735 Ш) 13,34 o 13,35. 
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As quatro operacóes fundamentais com 
os números aproximados. Método dos 
erros absolutos 
^ 

9. Preliminares. — Teremos de estudar, em particular, 
cada uma das operações fundamentais, com números aproxi- 
mados resolvendo os dois problemas fundamentais do cálculo 
numérico aproximado (N.* 2). Para esses cálculos usaremos 
o método dos erros absolutos. 


ADIÇÃO 
10. Teorema. 


O módulo do erro absoluto de uma soma de n números 


aproximados é inferior a n vezes o maior (L) dos 
limites superiores dos erros absolutos desses números, 


Sejam Ai, Аз. . As, n números aproximados dos 


números Ni, Na, . . om erros absolutos Ei, E2, ... E, 
respectivamente inferiores a Ly, Lo, . +... La. 
Podemos escrever (n.º 3) : 
Ni=A14E1 
Na- Ast Ea 


М,=А,+Ё, 
Somando : 
S=S+E + Es+....+E 


onde S e S' são, respectivamente, a soma dos a números 
exatos o dos n números aproximados. 


Então (n.º 3): 
S-S'=E+E+.. E, 


e, portanto, o erro absoluto E da soma dos números aproxi- 


mados 8º 6: 
Е=Е+Ез+.....+Ё, (D 
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Temos 3 casos a considerar em Q 


1.5) Se todos os números A, são aproximados por falta, 
todos os erros E, são positivos (n.º 3), logo E>0 e 8' 6 aproxi- 
mado de 8 por falta. 

E, E-Evk Ez... E, 


2.º) Se todos os números А, são aproximados por excesso, 
todos os erros E, são negativos, e a soma 3’ é aproximada 
do. B por ekpo, 

E ainda — PESE... HE. 

3) So alguns números A, são aproximados por falta o 
outros por excesso, os erros E, são positivos, uns, e negativos 
outros, o sentido do erro da soma S' não é determinado, mas, 

I| «Jn alo... EA 
Nos três casos considerados podemos escrever 
е «Ааф... А, 


ou, sendo L, сото foi considerado па hipótese, o maior dos 
limites do erro IE|«nL 


11. Problema direto da soma. Dados os limites supe- 
riores L, dos erros absolutos de p parcelas aproximadas de 
uma adição, calcular sua soma com um limite superior do 
seu erro absoluto. 


Seja L= 
da soma. 
De acordo com o teorema ках (n.º 10), temos: 


i o maior dos L e seja E о erro absoluto 


|E| «pL ou als 30 
» 100 


Temos: туғ “ue (Se p=10) 
PO 
e 107 “107 =p (Se p<10) 


Então, so p<10 Il < 1 


De modo análogo verfamos que, se 10« p « 100, |E] E 
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12. Exercícios, 
1) Seja calcular a soma 

8 = LENS NUIT 
tomando os seguintes valores aproximados 


ATÎ = 3,31002 La = Û Gor вй) 

ҮЗ = 17300.......... ¿y E (por falta) 

VIF = 4,12310 . т; (por falta) 
S-91772.. (por falta) 

Como neste exemplo р=3 е Lm ziz ento |E] E 


a portanto а soma S terá 4 algarismos exatos 
decimais exatos (n.º 4). "piece: esten vn, lh 


Logo, de acordo com o n. 5 (primeiro caso), temos: 


829,172 com Es (sentido desconhecido) 


Ou (n.º 5), 8=0,17 (por falta) e S=9,18 (por excesso) mas, em 
ambos ов casos, com aproximação H< 03. 
2) Calcular a soma 
8= 2Y3-- VB +r 
por exce, todos” com Lm OOOO alor s i AProzimado, 
Y2 - 14143 
VE = 1,7821 
WE = 2,2361 
„= 3,1416 
8 = 8,5241 (aproximado por excesso) 


Então, de acordo com o n.º 11, |E| «0,001 А 5 
ordo n. |Е| <0,001 e, tendo em vista o n.º 5 


8=8,524 com |E|«0,001 (sentido desconhecido) 
8) Calcular a soma anterior com a menor aproximação possível: 
~) por fala; 0) por excesso. 


Sabendo que seus valores são aproximados por falta ou севво, 
temos, conforme a observação feita anteriormente So M 


a) por falta: — S852 com |E|<0,01 
b) por excesso: 8=В,53 com [E|<0,01 
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+ 13. Regra. O módulo do erro absoluto E, da soma de 
várias parcelas aproximadas, tem para limite ou cota superior 
L, o maior dos limites superiores das parcelas, Lm, multiplicado 
por 10, se o número de parcelas não excede 10, por 100, se 
está compreendido entre 10 e 100, e assim sucessivamente. 


14. Observações referentes à soma encontrada e 
seu limite de erro. (Ver exercícios n.º 12). 


1 1 4 
1) Se Lam L= 7 e a soma tem n algarismos na 


parte decimal ; 

2) Se todas as parcelas da soma são aproximadas por falta, 
a soma também o será, e, o último dos n algarismos 
decimais encontrados deverá ser aumentado de uma 
unidade. (Exercício 1). 

3) Se todas as parcelas da soma são aproximadas por excesso, 
a soma também o será, e o último dos n algarismos 
encontrados não deverá ser alterado. (Exercício 2). 

4) Se algumas parcelas são aproximadas por falta e outras 
por excesso, não se sabe o sentido da soma. Neste caso 
despreza-se o último dos n algarismos decimais e se 


obtém a soma com n—1 algarismos com [E| <y 


"i 
por falta. 10 
Se aumentarmos o último dos љ – 1 algarismos, de uma 


unidade, |E] «xoc; Por excesso. 


5) Na prática, quando se pede o limite de erro do resultado 
de uma operação, caso não se especifique o contrário, 
só interessa calcular o grau de aproximação do erro e 
não o seu sentido. 


15. Problema inverso da soma. Determinar com 
quantos algarismos decimais devemos tomar cada uma das 
p parcelas de uma adição para que sua soma 5 esteja a menos 

1 


10º " 


De acordo com o teorema n.º 10, se L é o maior dos 
limites superiores das parcelas, 


M 1 
|E| «pL mas, pL&- .`. dE 
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Temos também L< zu @ 
жаса A 
p. 108" 1088 


НЮ 
p. mue 107 


Se p=10, 
Se p<10, 


Então se р<10 рага Lom а (1) se verifica. 


Analogamente, ве 10« p X 100 р-з 


16. Regra. Pelo que acabamos de ver (n.º 15): 
Para iru" uma soma de menos de 10 parcelas, a 


menos de ——- + (ute г), suficiente que se tome cada 


um dos números com --l algarismos decimais exatos 


1 
(1 = men): 


Se o número de parcelas da soma está compreendido 
entre 10 e 100, é suficiente que se tomem as parcelas com 
n+2 algarismos decimais exatos. 

Devem-se tomar as parcelas aproximadas no mesmo 
sentido. (Pois,em contrário,não se teria a aproximação pedida). 
Exemplo : 

Calcular a soma S="+e+0,00 [35] com erro menor 
que 0,001. 

Basta que se tome cada parcela com 4 algarismos deci- 
mais exatos; temos : 


3,1415 (por falta) 
27182 (por falta) 
0,0035 (por falta) 
5,8082 (por falta) 


E а soma S=5,804 com EI «0001. (sentido desconhe- 
cido), como já vimos no n.º 11. 


17. Observação. "users эпе u 
erro menor do que 0,001 por falta ou por excesso, teríamos 
de considerar cada parcela com 5=(n-+-2) algarismos deci- 


mais, e teríamos 
3,14159 (por falta) 
2,71828 (por falta) 
0,00353 (por falta) 


5,86340 (por falta) 
E a soma será 5,8635 com |E| «0,0001 
Ou 5,863 com |E| «0,001 por falta, ө 
5,864 com |E|<0,001 por excesso 


18. Exercícios resolvidos. 


1) Calcular в soma 
8 = 4,57-+25,308+0,74128 


1 is, doi, tla ө ding A 
cujas parcela, possuem, rspectivamen 


rismos 
Temos: p? Lı = 0,01 
25,368 La = 0,001 
0,74123 La = 0,00001 
8=30,07023 e a soma tendo todos seus algarismos exatos 6 80,7 
com |8|<0,1. 


2) Calcular a soma i 
Sect Te eT 
utilizando 3 algarismos decimais em cada parcela e avaliar o limite 
superior do erro absoluto cometido. 


Dispondo as operações como se segue, temos: 
E por falta Е porexcemo Cota superior D 


13,142 0,0005 0,001 
У -1414 0,0005 0,001 
e=2718 0,0005 0,001 
1 
37002 0,0005 0,001 
Ф =2288 0,0005 0,001 
7,602 


Logo, S=7,50 com |E| «901. 


Erros — subtração 


SUBTRAÇÃO 
19. Teorema, 


1.9) O módulo do erro absoluto da diferença 4 
números aproximados, de mesmo sentido, 6 inferior 
ao maior erro. 

2.) O módulo do erro absoluto da diferença de dois 
números ximados é inferior ao dobro do maior 
erro. 


Sejam 41 e Az dois números aproximados dos números 
o e o com erros absolutos respectivamente iguais 
a Ei e Ez. 


Então, Ni=A + EL 
NamAs Es 
М Nam (Ai - A) +HB1- Es) 


e sendo E o erro absoluto da diferença E =E,-— Ез 
1.) Se 41 e Аз são aproximados no mesmo sentido, temos : 
[El = |E1 Ез <|Em 


sendo E, o maior dos erros Ei e Ez. О sentido de 
aproximação do resultado é desconhecido, 


2.º) Se A1 e Az são aproximados em sentido contrário, temos ; 
|Ё| = ЕЕ. <2|Е„| 


O sentido de aproximação do resultado é o mesmo do 
minuendo. 


20. Observação. Nos dois casos, temos: 
|| «Li Li 2L, 
21. Problema direto da subtração. Conhecendo os 


limites superiores dos erros absolutos de dois números aproxi- 
mados,caleular o limite superior de sua diferença. Exemplos : 


1.) Calcular a diferença 
D-« —e, tomando os valores abaixo : 
т=3,1415 com |E;| «0,0001 рог falta 
e=2,718281 com |E;| «0,000001 por falta 
D=0,423219 com |E| «0,0001 
Tomamos então para resultado 
0,4233 com |E|<0,0001 


2.9 Calcular D=22- r, para 


Rua 14085 com |E;|«0,00001 por falta 


773,416 com [Es] <0,00005 por excesso 
D=000125 com |] «2|Ez| «0,0001 (por falta) - 
ou, D=0,0018 com || <7; (sentido desconhecido) 
8.) Calcular De №, – Na, para 
N1=13,47452 com |81] <0,00001 
N3=5,2074 com |E2]<0,0001 
D-826713 


com erro menor do que 2X0,0001 «0,001 : 
ou D=8,26 com |E| «0,01 por falta 


22. Problema inverso da subtração. Calcular com 
quantos algarismos decimais devemos tomar cada um dos 
termos de uma subtração para obter o resultado a menos 


de + . 

O teorema n.º 19 (1.º caso) diz que se os dois termos são 
aproximados no mesmo sentido, o módulo do erro absoluto 
da diferença é menor do que o maior dos erros dos seus termos 
e o seu sentido 6 desconhecido. Logo, se tomarmos os dois 


1 " 
termos, com a mesma aproximação Jo da diferença, e 


ambos aproximados no mesmo sentido, teremos resolvido o 
nosso problema. 


^ { 1 
“com aproximação de qoe: Por falta, temos: 
0,3038 * 


1 
+ 708183 


D=0,0150 сот |E| << (sentido desconhecido) 
24. Observação. Para se calcular uma diferenga com 


1 
18| <a" 
basta tomar o minuendo e o subtraendo com esse mesmo 
límite de erro e ambos aproximados no mesmo sentido (por 
falta ou por excesso). 


MULTIPLICACAO 


25. Teorema. 


O módulo do erro absoluto do produto de dois núme 

aproximados é inferior à soma dos produtos do limite 

superior, do erro absoluto de cada um dos fatores, 
pelo limite superior, do outro fator. 


Sejam Ni e Na dois números exatos cujo produto é P, 
e sejam А, е Aa dois números aproximados de M: e Wa, tendo 
| P' para produto, Ly e La, para respectivos limites superiores 
de seus erros absolutos E1 e Ez e Ate Аз, para seus limites 


Temos que : 
NAE: 
As Es 
Ni. з= AA ДЕ ЕЕЗ АЗЕ, 
u Pe P A1Er+(A2+E3)E, 


E, portanto, o erro absoluto E do produto será 
[El=[A1Ea+(Aa+ E) Es] 


substituindo 4;, Аз, Ёз e Ёз por seus respectivos limites 
Rerum РУНА 


26. Observação. Quando, no teorema anterior os dois 
números aproximados estão no mesmo sentido, o produto é 
também aproxii nesse mesmo sentido ; quando estão em 
sentidos contrários, não se conhece o sentido de aproximação 
do produto. 


27. Problema direto da multiplicação de 2 números 
aproximados. Dados os limites superiores Lı e.La dos erros 
absolutos de dois números aproximados, determinar. um 
limite superior L do erro do produto. 

Conforme o teorema n.º 25, temos: 


|E|<AiLa+ Ad 
A ails do segundo membro dessa desigualdade nos 


28. Exemplos. 
15) Calcular е. ҮЗ para os seguintes valores: 
e=2,718 com E «0,001 por falta 


ҮЗ =17 com Ez<0,1 рог falta 
P'=2,718X1,7=4,6206 por falta com |E| «L 
O erro cometido em P’ é inferior a L= A1La4- AL, (n.º 26) 
Ai-8 e Aj=2 
Іл =0,001 e L3=0,1 
++ L=0,8+0,002=0,802<1 
Como o resultado foi obtido por falta (n.º 26) o valor 


animado de P com |E|«1 (sentido desconhecido) é 


| 2) Calcular P= X» para os seguintes valores: 
£ - oto com Ё1<0,0001 por excesso 
*--3,4 com Ea<0,01 рог falta 
Р'=0,5667 53,14 =2,093438 sentido desconhecido (n.º 
26) com |E| «L 
Mas L-4iLiAila 
А{=1 e Aj=4 
L =0,0001 e L =0,01 
.' . L=0,014-0,0004=0,0104<0,1 
Então o valor aproximado de Р com |E| «0,1 6 P'=2,0 
Ou ainda P'=2 com |E| «1 por falta ou P'=8 com |E| «1 
por excesso (n.º 5, Observação). 
29. Problema inverso da multiplicação de dois 


. múmeros aproximados. ar com quantos algarismos 
decimais basta tomar cada fator, de um produto de 2 fatores, 


para obter o resultado a menos do 4 


Seja P о produto de dois números N, e Na. 

O produto aproximado P'=A,X42, 

Calculemos o número de decimais com que devemos 
пена e As, para que P” esteja aproximado a menos 


de 


Sendo r e s o número de algarismos de 41 e Аз, respecti- 
vamente, temos pelo teorema n.º 25: 


I| «At. Las. 2 


10" 


10" 10* 
Ab A 
ou 18| oo: 


Como, de acordo com o problema, devemos ter: 


1 Ai Ai 1 
|E|< io» então, pr + pr < 10a (0 
E o nosso problema se resume agora em determinar r e s, 
na desigualdade (1). 


Aritmética = Primeiro ano — 
30. Exemplo. е 
Calcular Р= o VZ a menos de op. 

e =2,71828 VZ =1,41421 


Sejam ғ e s o número de decimais com que devemos 
tomar e e V7, respectivamente, e sejam А! =3 e Aj=2 
as cotas superiores de e e de Y2. 


Pela (1) do n.º 29, temos: 


3 2 1 
30 *19 < TOF 


Para resolver essa desigualdade procederemos assim : 
Podemos escrever : 


E portanto a nossa desigualdade será satisfeita se, simul- 

taneamente, se verificarem as duas seguintes desigualdades: 
3 3 2 2 

107 45105 * 107 55105 

Para que essas duas Foe iai it se verifiquem,é neces- 

árið que o denominador da fração do primeiro mem- 

bro seja maior do que o do segundo membro, isto 6: 


10'«5.10* е 10*«5.10* 
Então, basta que: 
10" = 10.109 = 10* e 10* —10.10? = 104 
Jeret e 8-4 
Cada fator deve pois ser tomado com o mesmo número 
quatro de decimais. Logo: 
P!=2,7182X 1,4142 =3,84407844 


Como os 2 fatores est&o aproximados por falta,o produto 
P' está também aproximado por falta (n.º 26). 

E P' tomará para resultado (n.º 5, 1.º caso). 
P'=3,845 com [Е] «0,001 (sentido desconhecido) 

$1 01 


Convém que, sempre que for possível, os valores aproxi- 
os dos fatores sejam tomados no mesmo sentido. 


82, Produto de m números aproximados (m>2). 
os o produto dos dois primeiros fatores; o produto 
multiplicamos pelo terceiro fator e assim sucessiva- 


mente. 


Ве m=3, chamando de Lı, Ls e La as cotas superiores 
de erro absoluto de cada fator e de Af, 4% e Aj as cotas su- 
periores dos valores aproximados, o produto será calculado 


о: |EISALASLo+ALASLa+AASL, [0] 


E assim sucessivamente, teríamos, para m fatores 
P!=A1A3.... Am com 


ЇЕ SAA... Amilo ALAS . Laidne 
Fais. .. An (2) 


DIVISAO 


O módulo do erro absoluto do quociente de dois ná- 
meros aproximados é inferior a uma fração, cujo 
numerador é a soma dos produtos de um limite superior, 
de cada um dos termos, pelo limite superior do erro 
absoluto do outro termo, e cujo denominador é o 
quadrado de um limite inferior do divisor. 


Sejam N; e Na dois números exatos cujo quociente 6 
Q e sejam 4; e Az dois números aproximados de N1 е Na, 
cujo quociente 6 Q”, cujos limites superiores de erro são Ly e 


La, cujas cotas superiores são Af e Aj e cuja cota inferior - 
do divisor Аз 6 Aj. y 
Temos: Ni=A1+E1 
Nam Asc Es 
Ni Ask 
° Na ABE: 


efl- Ny A) | Arts Ar) _|4142+AEA1ArA:Es 
Ns o) [AFE As тт) 

.. p= 221 Ais 

od xA Eg) 


Um limite superior de |E| pode ser obtido tomando um | 
limite superior do numerador A»Li — A1La, e um limite inferior 
do denominador Az(42+L3), pois, evidentemente, sumen- 
tando o numerador e diminuindo o denominador da fração 
do 2.º membro de (Т), ela aumentará. 

Logo, podemos escrever : 


AiL + AiLa 
E MD 


pois Ал +АПа> АЗЕ - А1Ёз е (A «AsAsF Es) 
=А+АзЁз 


34. Observação. Quando, no teorema anterior, os dois 
números aproximados, 4; е Аз, estão no mesmo sentido, o 
sentido do erro de aproximação do quociente Q' é desconhecido ; 
quando os dois números А: e Аз, estão aproximados em sen- 
tido contrário, um aproximado por falta e outro por excesso 
portanto, então o quociente ( estará aproximado no mesmo 
sentido que o dividendo А1. 


35. Problema direto da divisão. Dados os limites 
superiores Ly e La dos erros absolutos de dois números aproxi- 
mados, 41 e As, achar um limite superior L do erro absoluto 
cometido no quociente Q. 

Pelo teorema n.º 33, podemos calcular esse resultado Q^ 


com |E| «L, sendo L da forma -yoy Exemplos: 


Erros — divisão 


5) Calcular eE, tomando para valores aproximados : 


VŽ =1,414 com |E|<0,001 por falta 
73,1416 com |E|<0,0001 por excesso 
4 
O erro do quociente Q^ tem para limite superior L, sendo, 
de acordo com (II) do n.º 33 
در‎ + AiLa 
(42)? 
Mas, А{=2 Aj=4 L =0,001 L2=0,0001 е 4-3 
y 2001401002 ooz 
Сото 804 <0,0005<0,001 
Então L=0,001 
Temos: 1,414+3,1416 = 0,45008 


Como o dividendo está aproximado por falta o quociente 
Q' terá o mesmo sentido. Logo 


Q'=0,451 com |E|«0,001 (sentido desconhecido), 


Caleular E, tomando para valores aproximados : 


V2=1,414 com |E|<0,001 por falta 
773,1415 com |E|<0,0001 por falta 
Procedendo de modo análogo aos exemplos anteriores, 
temos: L=0,001 e 1,414+3,1415=0,4501 
Como o dividendo e o divisor est&o aproximados no mesmo 
sentido, o sentido do quociente é desconhecido (n.º 34) e 
Q'=0,450 com |E| «0,001 (sentido desconhecido). 
Ou, de acordo com (n.º 5, observação), temos : 
Q'=0,45 por falta com |E| «0,01 
ou 0'= 0,46 por excesso com |E| «0,001 
36. Problema inverso da divisão. Determinar quantos 
algarismos decimais é suficiente tomar cada termo da divisão 


para obter o quociente a menos de or 


Sejam r e в os números de decimais que é preciso 
no dividendo e no divisor, respectivamente, para obter o q 


Temos, pela (II) do n.º 33 


Ai xr + 44x e 
е. 
an 


Como |E] deve ser menor do que 3 ue » basta pare resol- 
vermos nosso problema, determinar r e г de modo que: 
NE! Bod 
ie 3o 45 . 1071. 
(arma 10" 
Por facilidade, convém que tomemos o dividendo 41 por | É 


falta, e o divisor Az por excesso, e assim obteremos o quo- 
ciente Q', por falta, 


37. Exercício. 


Calcular Q = КА a menos de 0,001 
NT -141421 
73,4159 


vi com quantas decimais r devo tomar VZ e com quantas 
a devo tomar v. 
Dovemos ter, conformo n.º 36, o sabendo que 
di=2 41-4 Aj-8 
2 4 
2,4 
101107 01, 2,40 
$ ite 
2.1 
103 ios 
ARCE EE 
AOS 
A, 2 4 
* Tor io Seios Paio 


аа 
тиз > 61 
ОСА 

iv gig ss 102010, 


10 210.102 10? .*, г=3 


Basta pois que | jo 10102=10% |. pus 


Sempre res. 

"Tomemos: 
VF =1,414 por falta e «3,142 por excesso 
1,414+3,142=0,45008 

+", Q'=0,451 com |E]<0,001 (sentido desconhecido). 


38. Exercícios para resolver. 

1) Calcular а soma Sart 34 

para os seguintes valores: 

,14159 com [Ei|«0,00001 por falta 
7320 com |Ea|<0,0001 por falta 
0,28571 com |Fs|«0,00001 por falta 


2) Calcular а soma VT+r + + 
todas as parcelas com |E| «0001 por falta. 
3) Calcular a soma Vide ТЇЇ 

todas as parcelas com |E|<0,01 por excesso. 


4) Calcular a soma е-е utilizando 3 algarismos decimais exatos 
em cada parcela e avaliar o erro cometido. 


5) Calcular a soma r++ VF aproximada por falta com erro menor 
do que 0,001. 


6) Calcular a soma r-+e+3,5[34] com erro menor do que 0,01. 


7) Achar a soma Y5 + VII com |E|<0,01 tomando os valores das 
parcelas aproximadas por falta. 


8) Calcular Es 


tomando 22 com [81] <0,00001 por falta e + com[s |<0,0001 
por excesso, e dizendo a aproximação do erro cometido. 


Aritmética — Primeiro ano 


9) Calcular x- VE 


tomado x e YE aproximados por falta com erro menor do 


10) Calcular a diferença е- a monos de 0,001 e tomando os 
termos aproximados por falta, 

11) Calcular Y5 — VF a menos de 0,001. 

12) Calcular ж – е com erro menor do que 0,0001 e sentido desconhecido. 

13) Calcular: ~e com [E| «0,001 por falta, 

14) Calcular же com |E|<0,001 por excesso. 


15) Calcular x VZ tomando r aproximado, por falta, com || «0,0001. 


VZ aproximado por falta, com |E| <0,0001. Dizer a aproxi- 
mação 870 sentido Чо тшд. 10 


16) Achado o resultado do exercício anterior, determine esse resultado — 
aproximado por falta e o mesmo resultado aproximado por excesso, 
ido em ambos os casos o grau de aproximação. 


17) Com quantos al ов exatos obteremos o produto de 
tomamos o número ж com quatro algarismos exatos 


18) Calcular x VIO a menos do 0,001. 


19) Com quantos algarismos exatos devemos tomar os fatores da mule - 
tiplicação же para obter o resultado com З algarismos exatos? | 


20) Calcular + YZ a menos de 0,001. 


21) Calcular LE tomando VT=1,782 ¢ r=3,1410 ө diendo o limita Р 

do erro do resultado o sou sentido. { 

Os números Ni =3,41758 o Na=2,04038 têm cada um quatro alga- 
a end D dedii vafa. Oaa LS de o E 

de seu quociente? | 

23) Com quantos algarismos exatos deveremos tomar os termos da di | 


visão a para que o quociente tenha |E|<0,001? 


Xe $ 
t^c 


24) Caleular Ea aproximado por falta e com |E|«0,001 (sentido des- 
conhecido). 


26) Calcular L a menos do 0,0001. 
26) Calcular L а menos de 0,001. 


27) Calcular Ү2 +0,364257 а menos de 0,01. 


1) 5,160 com |E| «0,001. (sentido desconhecido) 

2) 7,32 com |E|<0,01 (sentido desconhecido) 

8) 7,8 com |B|<0,1 (sentido desconhecido) — ^ 
4) 6,82 com |E| «0,01 (sentido desconhecido) 

5) 5,159 6) 9,40 7) 5,56 
8) 0,002 com |E| «0,001 (sentido desconhecido) 

9) 0,905 11) 0,822 13) 0,423 
10) 2,400 12) 0,4233 14) 0,424 
15) 4,443 com |E|<0,001 e sentido desconhecido 

16) 4,44 por falta e 4,45 por excesso, ambos com |E|<0,01 
17) 2 18) 9,935 19) 4 20) 4,443 
21) 0,562 com E|</0,001 е sentido desconhecido 

22) 0,01 24) 0,562 26) 0,318 
29 3 25) 0,3671 27) 3,89. 


CAPÍTULO П 


Progressdes 


Progressóes Aritméticas 


1. Definições. 1. Progressão aritmética é uma sucessão 
de números tais que, cada um, a partir do segundo, é igual. 
ao precedente mais um número relativo constante não nulo, 

Representa-se o fato de que os números di, 09,...G, 
estão em progressão aritmética assim : 

301. 03.03,...Gr1 + Gn 


Exemplos : . 5.8. 11... 44. 47 [ur 
.5.8.1.-1...-33 (2) 
2. Os números que formam a progressão chamam-se | 
termos. Indica-se o número de termos com a letra n. 1 
3. O nümero relativo que se soma a cada termo para 
obter o termo seguinte chama-se razão. 
Representa-se com a letra r. No exemplo (1) r=3 
е no exemplo (2) r= -2. 
4. A progressão aritmética diz-se crescente ou decrescente 
conforme a razão seja positiva ou negativa. 
A progressão (1) é crescente e a progressão (2) 6 
decrescente. 5 
5. A progressão aritmética pode ser limitada ou ilimi- | 
tada conforme possua um número finito ou infinito de termos. 


6. Dois termos de uma progressão aritmética limitada 
chamam-se egiiidistantes dos extremos quando o número de у; 


з precedem um deles 6 igual ao número de termos | . Somando, membro a membro, essas n—1 igualdades e 
n 0 outro. М ndo os termos comuns aos dois membros dessa soma, 


d=01+(n—1)r (A) 
Ф01.0з...ама...й-....@—у.б„ 


4 | que é а expressão do termo geral. E 
е G,-, são eqüidistantes dos extremos pois há К termos m 
dendo ані e К termos seguindo а„,. : propriedade permite, iid três doe MN a 
7. Interpolar ou inserir m meios aritméticos entre dois suas fórmulas derivadas, que apresentaremos a seguir. N 
os a e b é formar uma progressão aritmética de m--2 
mos, cujos termos extremos sejam a e b, 


А ў 
2. Propriedades. 3 an = а + (n- Dr 
PRIMEIRA PROPRISDADE: Em uma progressão aritmética q 
0 ça entre um termo e o seu precedente é constante e igual Н 
тогйо. ї а = an= (m - 1)» 


Essa propriedade é uma conseqüéncia da definição 1. 
SEGUNDA PROPRIEDADE: Cada termo de uma progressão 
іса, ezceluando os termos extremos, é a média aritmética 
o termo precedente e o seguinte. 


Seja a, um termo de uma progressão aritmética de ra- 
Ў. 


Temos que G,-ı é o termo precedente e ası 6 о termo 
Ite. 


Sabemos, pela propriedade anterior, que: S. Exerc А 
0,7 0-190681—0, 
Donde - 1) Achar o vigésimo termo da progressão 
IS 16.11.16... 
2 1 Empregando a fórmula (4), como а =6, n 20 e r=11 — 675, temos: 
© TERCEIRA PROPRIEDADE: Cada termo de uma progressão 4 Sao < 6+19X5 = 101 
3 aritmética, a partir do segundo é igual ao primeiro termo aumen- 2) Qual o eiro termo de ums progressão aritmética de 50 termos 
tado do produto da razão pelo número de termos que o precedem. A cujo termo é -103 n a razão 6-2? 5 
Temos, pela definigáo 1, | Pela fórmula (B), temos: 
a= -108-40х(—2)=-5 
8) Qual a гыйо de progressão aritmética de 23 termos cujo pri- 
meiro termo é 8 eo diio é VAT O 
E De acordo com a fórmula (C), obtemos 
а%-1= 05-247 74-8 


d ria 
а,=а,-1+7 38-1 


Progressões aritméticas 


4) Quantos múltiplos de 7 há nos 700 primeiros números naturais? _ Resolvendo o sistema. 


Evidentemente r=7, aı =7 e a» 700 adc 2b 
Aplicando a fórmula (D) obtemos heri 
700-7 
sm +1=100 obtemos: a=10m; b=8m e себш. 


` B) Tnterpoler 8 meios aritméticos entre 11 o 47. 


De acordo com a definição temos de escrever uma progressão arit- 
mética de 10 termos. 


São dados: a; 11, an=47 е n=8+2=10 
Empregando a fórmula (C), temos: 


QUARTA PROPRIEDADE: Em uma progressão 

tada а soma dos termos iaa d estende CN 
soma dos extremos. 4 
Sejam G ++ e а,- r dois termos eqiiidistantes dos extremos 
progress&o 


101. 43...90, de razão r 
` Temos pelas fórmulas (A) e (B): 
Grmi =01 kr 
G.-,—70,—kr 
Somando membro & membro. obtemos 
apa, maia, 


QuiNTA PROPRIEDADO;: Em wma progressão aritmética 
- limitada de número ímpar de termos, o termo do meio é a média 
aritmética dos extremos. 
É fácil sua comprovação tendo em vista esta última 
| propriedade e a segunda. 


111.15.19.23.27.31.35.39.43.47 


6) O terceiro termo de uma progressão aritmética 6 21 e o oitavo 6 6. 
Calcular o vigésimo ee 


Sendo a, o primeiro termo e ғ а razão da progressão, temos: 


01+2r=21 
а +76 


Resolvendo о sistema obtemos: 
r=-3 e 0=2 
Então, a20=27-+19X(-8)=-80 


7) Qual а Фотода entro um termo, qualquer e o seu precedente em . . EXTA PROPRIEDADE: А soma dos termos de uma pro- 
uma progreso aritmética cuja diforenpa entro o simo e o quinto pressão aritmética. 
E Pola primeira propriedade essa diferença é a razão r. 201.02... d,-1, û, de razão r 
Y Podemos escrever: dada pela expressão : 


(@1+6r)- (a +4r)=8 2r=8 е r=4 


8) Qual o perímetro de um triângulo retângulo de 24m? de área, cujos 
lados estão em progressão aritmética? 
Sejam a, b e c os lados do triângulo e a>b>e. 
Sabemos da geometria elementar que 


к-н ou 0с=48 e b ea 


(atra) n 
Se 


A soma dos termos da progressão 6: 
8=а+а +... Harita 


S=a,+ag-ı+ ... Hatar 
Somando, membro a membro, essas igualdades, temos : 


Se n 6 par 287 (aia,)--(a2--a,-1)- ... + 
+(б»-1+)+(а„+ ш) 


Como a, b е c estão em progressão aritmética, pela segunda proprie- 
dade, podemos escrever: 


El ou succi 


Progressões aritméticas 


Obtivemos n expressões, entre parênteses, todas pela 
quarta propriedade, iguais a о. +, ; 


28e (tan ou ge (ода. 
n 


(Se n é ímpar também é válida a relação) 


EXERCÍCIOS 


1) Qual a soma dos 100 primeiros termos da progrosto 17.13.18... 
Sabemos que: a1=7, r=6 e п=100. 
Para empregar a fórmula 8 = ©" 
falta calcular an. 
Mas, a100=7+99X6= 601. 


Logo 8 = ZEPOL x 199-0400. 


X^ 


2) Qual a expressão que dá a soma dos n primeiros números naturals ? 
Temos que: a =1, anmn, nan. 


Então: gatti 


uma progressão aritmética, a soma do terceiro e sétimo termos 
6 80 ө a soma do sexto e nono termos 6 15, alanlar a воре dos 


ао 


а +27а467=30 оп m+ 4r=16 | Wa 2 m] 
аба, 87—15  2a1+l8r=15 
Resolvendo o sistema obtemos: 
r=-3 e a =27 
Como d12=27+11X(-3)=-8 j a mo 
sima бл} “2, 
4) Dedusir a expressão da soma em função de а, n e r. 
Na expressão 
S.ti, 
tendo em conta que апаз (9 – L)r, obtemos 
atata ik жзне 0 um 


Algebra — Primeiro ano 


QUESTÕES DE CONCURSOS E ALGUNS PROBLEMAS 
CLÁSSICOS COM SOLUCAO 


1) Achar 4 aritmética, sabendo-se 
Addo e que x soma de tius quadrados é did. 
(E. Militar - 1992). 


Chamando de z o primeiro dos números e г a razão, podemos fazer 
0 sistema: 
Har) (+21) +(24+8r)=26 
Horia) +a ar)? = 214 


ou 2d Br 13 
42? -12rz - 14r? = 214 


Resolvendo o sistema temos duas soluções: 


e» s-2 
Lb ned 


Mas, para os dois casos, os números serão: 2, 5, 8e 11. 
A de 5 reals o hn aritmética 6 
чоо Бонне отау 
(B. Aromático — 1945). 


Chamando de s o termo médio, o que 6 empre момо тЫ faser 
desde que o problema soja com um número impar de termos, temos: 


( -nta r)-z- FG r)-- Gr 2r) 25 
air De +) 27) = — 880 


onde r 6 а rasio. 
Resólvendo o sistema tomos 
т=з 
Para r=3, z=l e para r=-3, 2=11 
Em qualquer caso, os números são: -1, 2, 5, 8, 11. 
3) Verificar que o quadrado das expressões 
2-21, 2241, 294201 


estão em progressio aritmética. 
(Pao, de Engenharia Industrial da Pontif. U. Cat. de B. Paulo - 1951). 


Já vimos que a soma dos termos de uma progressão aritmética 
vor dada pela expressão к» 
(= 22 


Sena + ——=— 


ia авав dj é 


s 0-7)? +HQ+r-2a)n=0 
“Eca ag pr ça 


=0 e 24r-201=0 
ng r-Ó o amé 


A progressio será: 
14.10.16... 2n - 1) 


5) Em um paralelepípedo retângulo, de 22m de rea total a soma de 
todas as suas arestas é 24m. Achar as dimensões desse paralelept- 
pedo sabendo-se que estão om progressão aritmética. 

Chamando de a, b, c as dimensões do sólido, sendo a«b«c. 
“Temos da geometria elementar 

2ab+2ac+2bc=22 o 4а+4+4е=24 
ER маала 


bu Ste ou о+с=% 


Podemos então formar o sistema. 
ab +ae+bem11 
а+5+с=6 
а+с=2 
Resolvendo: a1=l e az=3 (a segunda raiz não satisfas) 
с. aml ө c98 


As dimenstes do paralelepipedo são: Im, 2m e 3m. 


4. Exercícios para resolver. E 
1) Achar o décimo quinto termo da progressão 
17.15.23... 
2) Calcular o trigésimo termo da progressão 


3) Qual o primeiro termo à TU 
72 e o termo precedente 


NO 
que 2177248 e r=á, 


T ebra — DEAN TO. ano | 


E Ie = 70 aro =385. 
Quantos тозо aritmética cuja raso 6 9, 
Vio rã 5 ша a © 


9) leule a soma dos múltiplos de 11 pé mus entre 1 e 1000. 
e (Engenharia - GB - 1900 e UEG - 72). Y 
_ 10) Calcular a soma dos 22 primeiros termos da progressão aritmética — 
o sabendo-se que aj=7 е аз: =70. 
11) Calcular a soma dos 100 primeiros termos da progressão 
:0,8.0,7.1, ў 
12) Em uma progressão aritmética аз=13 e а:о= 55. Calcular ag. 
Em uma progressão aritmética de 10 termos а soma do primeiro 
8 com o último € 58 o a diferença 6 45. 
Calcular o sétimo termo sabendo-se que o primeiro termo é maior 
do que o segundo. 
19 Em, ora prorremio aritmética de 11 termos o primeiro excede o 
último de meia centena. Escreva ossu progressão subendo-so quo 
о sexto termo @ 30. 
4 D Be (x +y), (a + 32) e (z - y) estão em progressão aritmética, nesta 
ordem, então z é igual a 
WGP - 79. 
E Em uma progressão aritmética o primeiro termo 6 2 o а razão 6 7, 
Quantos termos devemos tomar para que a soma seja 335? 
E O primeiro termo de uma progressão aritmética é - 10. Escreva 
essa progressão sabendo-se que a razão, o número de termos e © 
; último termo são números consecutivos. 
(Psicologia = UFRJ - 09). 
_ 18) A soma dos cinco primeiros termos de uma progressão aritmética 6 
220 e o primeiro termo é 28. Calcule n razão, 
(U.E.G. = 1972). 
a» 0 timo termo de uma progresso aritmética 6 igual а 20 е о décimo 
{ a 38. Achar o vigésimo term. 
(8. N. Quis = Rio = 1940) 


20) Em ume progressão aritmética tem-se а, =58 e ап=ду Calcular 


Bão. з 
(E. Aeronáutica — C. Prévio Oficiais Reserva — 2.4 época). 


21) Em uma progressão aritmética a; =25 e Sa «105. . Calcular r. 
Em uma progressão aritmética an=10, = e Bn=72, Achar m. 
Em uma progressão aritmética ar =61,r=-3 e Sn=450. Achar m. 


Progressões aritméticas 


a soma dos 50 primeiros números 1 
(U. Gama Filho = 1072). 
25) A soma dos p primeiros números ímpares é igual a 
d (COMSART - 73 - GB). 

. 26) Deduza a expressão da soma dos n primeiros númgros pares inteiros. 


mo termo de uma progresso aritmética 6 5 o o último $ 35, 
a progressão sabendo-se que o número de termos é igual 


28) À soma do 4º e вА termos de uma P.A. 6 20; o 31º 6 о dobro 
do 16.* termo. Determine a Р.А. 


(FGV - 73 - S.P). 


29) TM o quinto termo de uma progressão aritmética sabendo que 
о quarto termo é 3m 1 e o nono termo 6 8m-+9. 


30) Interpolar 9 melos aritméticos entre у- бе e 4z--y. 


A in ма mosso € fim, O vo ume deseo p caido $ 
105m. pony total dese paralelepípedo rose pulo 
Ж wins tão «с progress арн 


82) O terceiro termo de uma Midi M elo ims d 
Ache a soma dos 13 pr 


(Colégio Naval - 1л Р. Parolal- 24 Cientifico — 1950). 

33) Achar o perímetro de um кер retângulo de 6m? de área sabendo 
que os lados do triângulo estão em progressão aritmética. 

34) rl os Angulos internos de um triângulo retângulo, sabendo que 

elos estão em progressão aritmética. 

35) O quinto e o nono termos de uma progressão aritmética são respecti- 
Ea ra Мо гаре. 
positivo. (Colégio Aplisação de Faculdade Nacional Filosofin — 1959), 

- 86) Calcular o terceiro termo de uma progressão aritmétion sabendo que 

b. о quinto e o oitavo termos são as raízes da equação 

E 23 — Taz-- 102? «0 

37) Calcular a soma dos múltiplos de 9 compreendidos entre 65 e 240. 

38) Erin do q ie (rdi e ORG YO de HL PEL, ndo p 

: um natural, 6 igual a... иа ашна 

a 89) PE ink Ча болса се зочи ба ded a qo divididos 

3 pelo maior número de um algarismo dão Жарга O malor rasto 
possível. 

40) Calcular a razão e o primeiro termo de uma progressão aritmética 
Suja soma dos n primeiros termos é igual а 897, qualquer que seja 


41) А soma dos m primeiros termos de uma Р.А. 6 п2 + 4n. Então, o 
termo geral dessa P.A. 6... 
(CESCEA ~ 73 = &. P.). 


Em uma progressão aritmética, soma do quarto e sétimo termos — A 
643 e а soma do quinto e décimo termos 6 58. Calcular а soma 
dos doze primeiros termos. (U.EO. - 1972), 
$) Um corpo, em sua queda, percorre 4,5m no primeiro segundo e, em 
RUM que pe oque, a distância nea 
constantemente de Sm. Qual a altura da queda após 11 segundos 
Y e quantos metros percorreu о corpo no último segundo 
44) A soma dos 4 termos do meio do uma 
D termos 6 74. Qin de teen 


ен лро 

Um oficial que comanda 1 540 soldados foro өш trato 

a de modo que s primeira fila tenha um soldado, A sopunda А & 
terceira 3 е assim por diante. “tata ы dà ford 
4T) Provar que a soma dos т primeiros termos da progressão 

1 3-3 9-8 

TAN €. 2 У 

$ a motado do consecutivo inferior de n. 


q 48) Da fórmuls S 9 optar o valor de L em função dos аный. 


n (Cone. de admisaño le E. Prep. Cadotes do Exército — 1982). 


u 40) Deduza а fórmula que dà a soma dos n primeiros números pares 
{ e positivos. 


ças entre os quadrados ada (ar ARRA 
precedentes também 

gressho aritmética. 

| Respostas: 
ї рі 9) 45045 17) :-10.-6.-2... 
5) - 102 "d 10) 847 18) 8 
Ms -o 11) 2010 19) 59 
СҮ 12) 31 20) 72 
СУЕ] 13) 19 21) -2 
"9a 14) :61.56... 1D — 22) 9 ou 32 
7) 10 15) -5 23) 16 ou 19 
Кэз 16) 10 24) 2500 
25) p? 
щв-1) BIN no 29) 4m +1 


:5.11.17.23.29.35 


Progressões geométricas 


TE 


_ 80) surdo, y-bx, dz, yda, y-2s, yt, y, yz, yon, y+37, pás ШИР A кошш geométrica diz-se limitada ou ilimitada 
31) 142m? 37) 3150 43) 588,5m e 102,5m nforme possua um número finito ou infinito de termos. 
32) 247 38) 12p+78 в. Gu termos de uma progressão geométrica limitada 
88) 12m 39) 575 45) 3m, 4m, 5m. “chamam-se egiiidistantes dos extremos quando o número de 
34) 90°, 80º е 60º 40) r=0; a =8 40) 55 termos que precedem um deles é igual ao número de termos 
85) 1 41) 22 +3 que seguem о outro. 

36) 0 ou 7a 42) 300 T. Interpolar ou inserir m meios geométricos entre dois 
47) Basta calcular an e substituir na fórmula da soma 


. mümeros a e b é formar uma progressão geométrica de m+2 
9 cujos extremos sjam a o B: 


2. Propriedades. 
PRIMERA PROPRIBDADE: Em uma progressão geométrica 
a divisão de um termo qualquer pelo seu precedente é constante 
` e igual à razão. 
Essa propriedade é uma consequência da definição 1, 


48) L2 35, 49) ща+1) 
50) Ê fácil de ver que a diferença dos quadrados dos termos 6 constante 


{ Progressóes Geométricas 


1. Definições. 1. Progressão geométrica é uma sucessão ( 


n 
de nümeros tais que cada um, a partir do segundo, é igual 4 SEGUNDA PROPRIEDADE: Cada termo de uma progressão 
Bo precedente multiplicado por um número relativo constante, geométrica, ezceluando os termos extremos, é a média geométrica 
diferente de zero e da unidade. entre um termo precedente e o seguinte. 

Representa-se o fato de que os números ai, а2,... Gy Aa Seja a, um termo genérico de uma progressão geométrica. 
estão em progressão geométrica assim : "Temos que arı é o termo que precede a, e ан O termo que o 


7 ам — segue. 
Exemplos: ::5:10:20:...:320 (1) Sabemos pela propriedade anterior que: 
f 
11243:81:27 :...:1 Q К LECT ыо, аана 
2. Os números que formam a progressão chamam-se Y а-1 а 
termos. Indica-se o número de termos com a letra п. Não 3 
ic й 'TERCEIRA PROPRIEDADE: Cada termo de uma progressão 
serão estudadas as progressões geométricas de pid negativos. | ioo d Rie Ao MAU d шо рүү 
3. О número relativo pelo qual se multiplica cada termo Кее pila ARE a6 O! 2 poente igual ao nani Bl 
para obter o seguinte chama-se razão, © fermos que o precede. 
Representa-se com a letra g. Não serão estudadas as AE W^ 
progressões geométricas de razão negativa. Tomoa pela dafinigio 1, 
1 E a =a 
E No exemplo (1) q=2 e no exemplo (2) q= 3" алый 
$ 4. A progressão geométrica diz-se crescente ou decres- y E amat 
cente conforme a razão seja maior do que um ou menor do q DEED 
que um (positivo). Ar rag 
A progressão (1) é crescente e a progressão (2) é decrescente. a, 708-19 


E clo 
XY 


E 


e membro а membro essas n — 1 igualdades 
o os fatores comuns aos dois membros, temos: 


а.=91. =! (E) 


Esta trés dos quatro 
dp a q 
lus derivadas, que apresentaremos a seguir, 


A fórmula derivada de (E) que permite calcular n não 
pode ser estabelecida agora, pois requer o conhecimento dos 
logaritmos. 

Será apresentada na unidade seguinte. 

Podemos todavia, em muitos casos, calcular n mediante 
a fórmula (E). 


3. Exercícios. 
1) Achar o décimo termo da progressão 
Empregando a fórmula =10 e q=3, temos: 
р PNE ea ТЬ до ° ® 
geométrica de 9 termos 


jual eiro termo di progressão 
P шю tarmo 981 o a trie ES 


К nae m ш» 


78125 5" 


ás aos 


Р Da oc э етв (O, tamnn 


ual а газо de uma progressão geométrica de 5 termos cujo pri- 


2 54 
r Tar 


E E EJ VE - n 
2401 2401" 
rica, rasão é 2, Mines 
aereas y 


Empregando a fórmula (E), temos: 
B12-4X2*7! e, 29602071 ou 29-29 


Logo n+1=9 o n=8, 


5) Inserir 3 melos geométricos entre 16 e 81. 


De acordo com a definição temos de escrever uma progressão geo- 


métrica de 5 termos. 
Bão dados: 0,=16, а„=8! o n=5, 


Empregando a fórmula (6), obtemos: 


si 16 : 24 : 36 : 54: 81 


_ О terceiro termo de uma. ¡ótrica 6 2 e o sétimo 6 512 
papiers uma progressão goomí eo 6 


! rt ету икен 


emos, pela fórmula (E): 
ci -2 e 0149512 
Dividindo a segunda igunldade pela primeira, temos: 
206 qu 2566 Ml 24, a, = 2X4 =8 o ase BX4-82 
) “Qual o quociente da divisão entre um termo e o seu precedente em 
uma Progressão geométrica cujo quociente entre o sétimo e quinto 
Pola primeira propriedade esse quociente é a razão q. 
| Mas, temos: а109 +agt=824 .'. ghe 304 


4044-40-28 e асв 
Como a, b e c estão om progressão geométrica pela segunda pro- 
priedade, temos: Meus 4 
Resolvendo o sistema. 
[ atom? 

abe =8 

08-00 
Temos: b=2, а=4 е с-1. 
As arestas são 2m, 4m o Im. 


Quarta PROPRIEDADE: Em uma progressão geométrica 
limitada, o produto de dois termos egiiidistantes dos extremos é 
igual ao produto dos extremos. 

Sejam a «1 е aw- у dois termos eqüidistantes dos extremos 
da progressão ::a::02: 

Considerando a + .como último termo da progressão cujo 
primeiro termo é a; e а„— , como primeiro termo da progresso 
cujo último termo é a,, temos pelas fórmulas (E) е (F) : 


arm ag" 


СА 
Seats 


Multiplicando membro a membro essas duas igualdades 
pm: [IU 


QUINTA PROPRIEDADE: Em uma progressão geométrica 
limitada de número tmpar de termos, o termo do meio é a média 
geométrica dos extremos ou de dois termos quaisquer equidis- 
tantes dos extremos. 

Esta propriedade é uma conseqúéncia da segunda e quarta 
propriedades. 

Realmente, pela segunda propriedade o termo do meio é a 
média geométrica entre o termo que o segue e o que o precede; 
mas, como esses dois termos são evidentemente eqüidistantes 
dos extremos, temos a comprovação desta propriedade. 


Primeiro ano 
TA PROPRIEDADE: ER 
; о ADE: А soma dos lermos de uma pro- * 


1:01:02: »-1:4, de razão q 


_ Somando os termos da progressão considerada, te 
sta a fórmula (E), podemos escrever : ux 


8,=а caiga .. ag? agg [07] 
Multiplicando a igualdade (I) por q, temos : 
8,4= а10+а2-а15+ ..... Tag ag (ID 
Subtraindo (I) de (II), obtemos: | 
84-8„=ац*- а 
к Sy= fita - snnm 
Fórmula esta que tem significação pois q 1, por definiçã. 


vação : So a pr са 6 d 
L [d «prr m ima 6 decrescente (q<1), 6 


س 2020 - ,8 


EXERCÍCIOS 


11) Qual a soma dos sote primeiros termos da progressão 


1 
gie 
Pela fórmula (1), temos: 
1 


Sm Y 


32 
alg- 
кыр с эш 


s-e- 


QUESTÕES DE CONCURSOS E ALGUNS 
PROBLEMAS CLÁSSICOS 


Pede-se o primeiro termo e a razão de uma progressão geométrica de 
M Td leemos, ninie que a soma dos dol Taina atenas G'IS 
e а soma dos dois termos médios 6 60. 
(Escola Asronfutica), 
E dicant = 195 s. ai +g’) = 195 
on ( aig + ag? = 60 вц +4) = 60 


Dividindo, membro a membro, a primeira equação pela segunda, 
tomos: 


эчи tato DIM ou -itto 


2) (К е, айн de lado а, se unirmos os pontos médios de seus 
um novo quadrado. Se procedermos assim suoessi- 
nto iremos obtendo outros quadrados. Calcular o limite da 

das áreas do todos os quadrados assim formados. 


а lc provar qu ud movo add obtido tem pra ба ө matado 
da área do precedente. E temos que as áreas dos quudrudos assim 
formados têm respectivamente as seguintes expressões: 
a E 
pas 
que constitui uma progressão geométrica decrescente ilimitada de 


rasto q = p. Então lim 8=202, 


8) Achar.os 4 ângulos de um quadrilátero sabendo que eles estão em pro- 
gressño кошш ө que o último 6 novo vezes maior do que o 


Tomos: eta انو‎ e =н 
Cd o g-3 s. a= 
Os ángulos medem pois 9º, 27º, 81º, 243° 
4) Achar z de modo que 2-2, 2+2 e z-+17 estejam em progressão 
. Se estiver em progressão geométrica, pela segunda 
propriedade, podemos escrever: 


Gt» -6-DG4y1)..2- 5 


( a1(14q)=32 


+argt=804 m š 
Dividindo, membro а membro, a segunda equação pela primelra, 
obtemos: q-8 e mm8 


E а progressão вм: 
24:72: 216 : 648 


4. Exercícios para resolver. 
1) Calcular o sétimo termo da progressão 
218:26:52:... 
2) Calcular o quinto termo da progressão 


8) Calcular o primeiro termo de uma progressão geométrica cujo último 
Jor gli Jo de ten pi р 


4) Achar a; , em uma progressão geométrica sabendo que ay =4 e qu + 


5) Calcular a razão de uma progressão вый primeiro termo 
686 0 quinto termo 6 4080 mo mom cujo 


| o) Calcular a rasto de uma progressio geométrica na qual o primeiro 


termo é j e о quarto termo é zo- ү... 


_ 0) Em uma progreso geométrica o primelro termo 6 2 e a razão 
ROTER OED yon ener pd ааа mata 


..8) Em uma progressão geométrica, a1 = 5, a, = 1280 VF e qu VÀ. 
Achar n. 


9) Inserir 5 melos geométricos entro у o 80: 
Rs do e e 


oam ES. edes de УЫ КЛ ña 

_ 12) Qual a geratris da dícima 1,02333.. 

E ¡ uid cure merid rea пт: 

м sr «aue. dev € ео termos da progressio 
25:15:45:... 


_ 15) Em uma progressão geométrica a1=8, 8,=6 138 e а, =3 072. 
р Calcular q e n. 


16) Em uma progressão geométrica ay =15; Sy=315. Achar q e as. 


Em uma progressão geométrica as=42, a; =5 250. Calcular q. 


18) Achar z para que 2-16, 2-10 e 2+14 formem uma progressão 
geométrica. (Psicologia = UE, = 1971). 


10) Em uma progressão geométrica as=2 e 2:650. Achar aze. 


20) Calcule o limite da soma dos termos de uma progressão geométrica 
ilimitada em que o primeiro termo é 27 e o Quarto termo é 8. 
(U.E.G. - 1972). 
21) Em uma progressão geométrica de 7 termos a soma dos 6 últimos 
termos é o dobro da soma dos 6 primeiros. Sabendo-so que esta 


última soma 6 157 |, determinar a progressão. 
(E. Engenharia ~ Juls de Fora — 1947), 

22) Um crusador persegue um comboio inimigo que se acha а 130 milhas 
i de distância, Qual a distância que deverá percorrer o eruzador 
para alcançar о comboio, se a velocidade do eruzador 6 dupla da 
Чо comboio? Resolver com o emprego das progrosaña 
(Colégio Naval = 1.* prova parcial — 2.º ano ~ 1951). 
23) A soma de trés números em P.G. crescente é 26 e o termo do meio 
40. O maior densos números 6 .... 


(COMSART 73 - GB), 
24) A soma de 3 termos de uma progressão geométrica é 126 e а diferença 
dos termos extremos é 90. Quais são os três termos? 
Achar os ângulos internos A, В, C e D de um quadrilátero, sendo 
A<B<C<D, eabendo que esses ângulos estão em progressão 
geométrica e que D=9B. 
26) Em um bip» e) equilátoro do lado a, se unirmos os pontos médios 
de seus lados obtemos um novo triângulo equilátero. Se proce- 
dermos assim sucessivamente obteremos novos triângulos equilá- 
teros, cada vez menores, Achar o limite da soma das áreas dos 
triângulos equiláteros formados. 


27) O limite da soma dos termos da progressão geométrica 


2. calcule a. 


(Bso, Eng, U. T. Est. Rio — 1903) 


28) Em um círculo de mio № inscreve-se um quadrado, nesto quadrado 
inscreve-se um círculo, neste círculo um outro quadrado e assim 
sucessivamente. Calcular o limite da soma das áreas dos ofreulos. 


29) Achar os 3 menores números que estão em progressão geométrica e 
tais que, se diminuirmos 2,8 e 22 de cada um, respectivamente, 
obteremos 3 novos números que, em metros, são os lados de um 
triángulo semelhante a um triângulo retângulo de 12m de perf- 
metro e cujos lados estão em progressão aritmética. M 


30) Calcule z e y, sabendo que a sucessão — 24, т, y, 84 6 uma progressão 
aritmética e a sucessão 3, z, y, 192 uma progressão geométrica, 
(Fao. Eng. U. E, G. - 1963) 


D 


TA P ART 
Primeiro ano 


quatro números em progressão geométrico, sabendo que а 
са dos extremos é 24,5 e que a diferença dos dois primeiros 


(PUC - Rio - 1983). 


o produto dos quatro primeiros termos de uma progressão 
geométrica cujo primeiro termo é 4 e a razão é 2. 


“Achar quatro números em progressão geométrica, sabendo-se que а 
“soma dos dois primeiros é 20 e a soma dos dois últimos é 45. 
(Psicologia - UFRJ - 1969). 


Calcular 3 números em progressão geométrica sabendo que o seu 


produto 6 343 ө n soma 30 => 


Calcule m de forma que в soma 
m ++ + na +... tenha limite igual a 4. 
(U.E.G. = 1971). 
A soma de três números positivos em progressão aritmética 4 30. 
Бе tenes trás números forem aumentados de 1, 4 e 14, respectiva 


mente, os novos números estarão em progressão geométrica, 
aqueles números. 


А soma de três números em progressio geométrica é 186, Be acres- 
centarmos 48 ao termo do meio, sem alterar os 2 outros, obteremos 
8 números em progressão aritmética. Escreva os 3 números em 
progressão geométrica. 

А soma de trés números que formam uma progreso geométrica é 
19. Calculo ense números sabendo que se eubtralrmos 1 do primei 
TO, eles passam a constituir uma progressão aritmética. 

(F. Eng. U. Rio de Janeiro - 20/8/1901). 


razão de uma pro geométrica em que 3 termos 
sto os lados de um triângulo retângulo 6 dada pela 


Y5 
ed 
(Economia - UFRJ - 1971). 
Deduza a fórmula que dá o produto dos termos de uma progressio 
ótrica limitada de n termos em função do número de termos 


lo primeiro e da razão. 


Uma P. G. de oito termos tem soma igual а 600; uma P. A. de onze 
termos, de razão igual a cinco e de soma também igual a 660, tem 
рага primeiro termo um valor igual a sete vezes а гыйо da Р. б. 

o primeiro termo de cada uma dessas progressóes. 


(F. N, Ciências Econômicas - Rio ~ 1903). 
Bendo a o primeiro termo de uma progressio geométrica, b o termo 


de ordem n + 1 e с o termo de ordem 2n + 1, escreva а relação 
existente entre a, he c. З 


(Engonbaria - 1966 - GB). 


4 números. 3 primeiros estão em progressão 
ad ыз ana ne PANO bo bellas tia pue o [3 
primeiro número é igual so quarto, Ache a soma desses números: 


18 14 e) 1312 
a) 15 1/2 уж 4 a) liii 2и, APOLO ш 


^ 2 
Respostas (Progresõos Geométrica): Logaritmos 


3) 8 


948 ‚ Preliminares. Dada а equação a* = N (a e N reais 
53 negativos) 


140180 Be a=0, existe uma infinidade de valores reais, não nulos, 
- de z que tornam N «0 
a=], existe uma infinidade de valores reais de т que 
7 15) 2e 10 tornam N=1 


12) 15% difere de zero e da unidade existe, para cada valor 


16) 4 e 240 13) 1 Ñ de N, um só valor real de z que verifica a equação dada. 


JT 18) 18 19) 1250 “Dizemos então que dados dois números reais e positivos 
МАЙЫ 20) 8L , 0 primeiro dos quais difere da unidade, existe um único 
2 +: Ê :15:10:20:40:80:100 iero real z, tal que po 


22) 200 23) 18 ини e número real z chamamos de “logaritmo do número 
26) 9», 27º, 81° e 243° là base a”. 


“Calcular pois o número т a que se deve elevar o número 
ЕЕ. 2) а= 7, а= 28 ara obter um número N vem a Ber a operação inversa da 


gão, que permite calcular o número N que se obtém 
rando o número a a um expoente z.. 


2. Definição de logaritmo. Chama-se logaritmo de 
33) 8, 12, 18 e 27 3L, 76m mero real positivo N, em uma base a, positiva e dife- 
32) 16384 h 3 da unidade, во expoente real z que se deve elevar essa 
35) 1 36) 6, 10 e 14 37) 6, 30 e 150 | рага obter o nümero N. 
38) 4600 39) Sugestdo: (a)! (ig? = (ац)? Eo ече lop N= v Ф 

mos entáo escrever a seguinte igualdado : 
40) Р = Var 001) Я аі ү 


Definição de sistema de logaritmos. Sistema de 


mos é o conjunto dos logaritmos de todos os números 
Positivos, em uma determinada base. 


26) 


28) MR? 29) 8, 16 e 32 
30) 12 e 48 31) ::3,5:7:14:28 


x 42) b? = ac 43) 14 
41) 35 e тар ) 


Logaritmos 


4. Sistemas de logaritmos usuais. Como a base 
pode ser qualquer número real positivo, diferente da unidade, 
então existe uma infinidade de sistemas de logaritmos. 

Dessa infinidado de sistemas de logaritmos, dois apenas 
são comumente usados: 5 

a) o sistema de base a=10, “sistema decimal” cujos 
logaritmos são denominados decimais, também cha- 
mados vulgares, comuns ou de Briggs (cuja notação 
6 “log”); 

b) o sistema do base a=e (número irracional e= 
=2,718281828), sistema “neperiano” cujos logarit- 
mos são denominados neperianos, também chamados 
naturais ou hiperbólicos (cuja notação 6 1). 


O “sistema neperiano” tem grande importância na 
Matemática, entretanto, é o sistema decimal o comumente 
empregado na matemática elementar e, de um modo geral, 
o mais usado. 

Estudaremos, em detalhes, apenas os logaritmos decimais. 


5. Propriedades gerais. Como o “sistema decimal” que 

vamos estudar, possue base maior do que a unidade, apre- 

sentaremos apenas conclusões e observações gerais sobre os 

sistemas de base a > 1 

1.) Todo número positivo possui logaritmo ; todo número 
negativo não o possui. (O que se conclue da definição 
pois N>0). 

2.) O logaritmo de um é zero, em qualquer sistema. Real- 
mente, a*=1 .'. log, 170 

3.) O logaritmo de um número a em um sistema de base о 
6 a unidade. De fato, al = a .*. log, a=1 

4.) Os números que possuem logaritmos inteiros são as po- 
téncias inteiras da base. Isto é, log, а" m. 

5.) Os logaritmos dos números maiores do que um são posi- 
tivos e crescem indefinidamente com esses nüméros. 

6.2) Os logaritmos dos números menores do que um são nega- 
tivos e decrescem indefinidamente, quando o número 
decresce, aproximando-se de zero. 

7.5) As igualdades simbólicas 


а) log, 0=— © e b) log, +o=+ 


aparecem no início e no fim da maioria das Tábuas 
Logaritmos, exprimem respectivamente que: 

a) quando o número N tende indefinidamente para 
zero log, N decresce indefinidamente ; 


b) quando N cresce indefinidamente log, N também 
cresce. 


6. Propriedades operatórias dos logaritmos. Sejam 
y os logaritmos de A e B na base a, isto 6: 
[ж ‚ Гана 
log, B=y ` ° | Baw 
De acordo com as regras de operações com potências, 
А.В = at log, (А.В) = 2+y 
А:В = а=" log, (A : В) = 2-y 
As = 090 log, A" = mz 


VT = os 


z 
log, VA = E 


Substituindo z e y por seus valores, temos : 


LOGARITMO DM UM PRODUTO 
loga (А.В) loga A-Hoga B 
LOGARITMO DB UM QUOCIBNTE 
loga (А : B)=logs A – loga B 


LOGARITMO DE UMA POTÊNCIA 
log, A" «m loga А 


LOGARITMO DE UMA RAIZ 
ze A 
Joga 4-62 


7. Mudança de base. Тковимл. А razão entre os 
mos de um número, considerados em dois sistemas dife- 


v rentes é uma constante denominada módulo de um dos sistemas, 


relação ao outro. 


ei Logaritmos 


Seja um número N e sejam z e y seus logaritmos em dois 
sistemas de bases a e b, respectivamente. 
Se log N=z e logs N=y 


temos, pela definição 
а= e aN 
nM Ld 
Calculemos os logaritmos de ambos membros da igual- 
dade acima, no sistema de base a: 
z . log, a=y . log, b 
+ Lo 1. 
07 oe 094. 
OnennvacOns : O valor constante Is r1 
tema de base b em relação ao de base a. 
Como pp N 1 
loga N 7 kg, b 


^ 


denomina-se módulo do sis- 


Então 
loga N 


Concluímos, então, que dado o logaritmo de um número 
N, em uma base a, podemos obter o logaritmo desse número 
N, em uma outra base b, multiplicando o logaritmo dado pelo 
módulo do sistema de base b em relação ao de base a. 


8. Característica e mantissa. Já vimos (4.* proprie- 
dade N.º 5) que só as potências da base têm logaritmos inteiros. 
Assim os números que não são potências da base têm seus 
logaritmos iguais & um número decimal, cuja parte inteira 

iomina-se característica е cuja parte decimal chama-se 
mantissa. Exemplo: 

O log 200--2,30103 tem sua característica igual a 2 e sua 
mantissa igual a 30108. 


9. Cologaritmo. Chama-se cologaritmo de um número 
ao logaritmo do inverso desse número. 


E escreve-se colog N=log Jr 


Tas deve elevar 2 para obter S. Como 


8) Calcular o valor de z sabendo que logs a=-1. 


s pela segunda propriedade fundamental 
log-y =1081-log N = -logN 
Então, podemos escrever : 


E Y соор N= - log N 
estabelecer a seguinte definição : 


tmo de um número é o simétrico do logaritmo desse 


Desta última definição se conclui que subtrair o logaritmo 
um número é o mesmo que somar o cologaritmo desse 


Conclusão, importante pois, permite, no cálculo de ex- 
бев logarítmicas, substituir subtrações por adições о que, 
sempre, simplifica o cálculo. 


10. Exercícios. 


Qual o logaritmo de 8 na baso 2? 
de logaritmo é o mesmo que achar o número a que 
25-8, então loga 8=3. 


Calcular o valor de z sabendo que 

2 = logs 16 
Tato significa que 2%=16, e como 24=16, então 2-4. 
“Calcular o valor de z sabendo que logs z=-1. 


Pola definição temos: aims .*. 


Pela definição temos: 2Ttma .*. 


Luso set. 
z a 

8) Em que sistema de logaritmo o número 5 tom para logaritmo — 3t 
| Temos pela definição loge = -E 


Multiplicando ambos os membros por um número que torne o segundo 
membro igual a 1, temos: — 2 loga lo 


E Ou, de acordo com a terceira propriedade fundamental, 


loga 6-2m1 s. atmb-3 ou amb 


Empregando as 3 primeiras propriedades fundamentais, temos: 
log z=log ob? – log с? log a-+log ò? - log e? log a+2 log b - 8 log c 
ou logz=loga+2log b+3 colog с. 

7) Resolver a equação 

5 log f +2 dog $ = 4 loga log 26 


seas 
x у'-® =“ xi 
1 ou 2%=2!5 е 22% ~ 32 
8) Dedusir a fórmula que dá o número de termos de uma progressão 
ео! са limitada. 


Sabemos que а„=а›{"—. 
Calculando os logaritmos de ambos os membros 


(n - 1) log g-Hlogai e log as 
.". 07 1) log g=log a, - log a: 


ll. Logaritmos decimais. Logaritmos decimais são, 
como já vimos, logaritmos pertencentes ao sistema decimal 
(base a= 10). 

Representaremos logioN por log N. 

Suas principais vantagens são : 

a) Sua característica é facilmente determinada. O que não 
acontece com ов sistemas de logaritmos de base 
diferente de 10, em virtude do sistema de nume- 
ração universalmente adotado ser decimal. 

` b) A mantissa é a mesma para todos os números N da 


gerne N=4x10" 
sendo 450 e m um número inteiro relativo. 


sentação das propriedades dos logaritmos deci- 
emos essas duas vantagens apresentadas, 


Propriedades dos logaritmos decimais. Além das * 
q вов demais sistemas, já citadas, gozam os logaritmos 
de propriedades Fo ba a0 “sistema de logaritmos 


assaremos а enumerá-las : 


endo m um n.º inteiro, log 10" é o número de zeros à 
ет de unidade, ве т> 0, e é o número de zi id ros à 
` esquerda da unidade, se m «0. Exemplos: 


1) log 105 =105100000=5 
2) log 107? =10ҝ0,001 = — 3 


0 logaritmo de qualquer número que não seja potência 
inteira de 10 é um n.° decimal constituido de uma 
parte inteira, positiva, negativa ou nula, e uma parte 
decimal considerada positiva e, em geral, calculada com 
5 ou 7 decimais. Já vimos que essas duas partes se 
chamam respectivamente característica e mantissa. 


A característica do logaritmo decimal de um número 
malor do que um é igual ao número do algarismos 
sua parte inteira menos um. 


Seja N>1 um número que possua p algarismos em sua 

parte inteira. 

a) Se N for potência inteira de 10, seu logaritmo será, 
como já vimos, igual a p — 1, pois N possui p = i 
zeros à direita da unidade. 

b) Se N não for potência inteira de 10, temos 
107! «N <10” .*. (p — 1) log 10<log N «p log 10 

'. p- 1Xlg N «p .'. lg N=p - 1+fragáo 

E a característica de N será p- 1. Exemplos: 

As características de 29, 152 e 2,65 são: 1, 2 e 0. 


A característica do logaritmo decimal de um número 

menor do que um é o número negativo cujo valor 

absoluto é o número de zeros à esquerda do primeiro 
algarismo significativo do número. 


Logaritmos 


Seja 0<N «1 um número decimal que possua p zeros à 
esquerda do seu primeiro algarismo significativo. 
a) Se N for potência inteira de 10 seu logaritmo será, 
como já vimos, igual a — p. y 
Pois 107=N .*.logN=4p 
b) Se N não for potência inteira de 10, temos : 
10 «N «10-7 ,*, — plogl0<log N «(- p+1)log10 
+". —p<log N< -p+1 .*. log N= - p+fração 
E a característica é — p, 
Exemplos: 


As características de log 0,8, log 0,054 e log 0,0003 são : 


-1,-20- 


.*) Quando в característica é positiva ou nula o logaritmo 
decimal tem a forma de um número decimal comum. 
Exemplos : 1) log 2=0,30103 
2) log 500=2,69897 


6.º) Quando a característica é negativa o sinal — é colocado 


sobre a característica para indicar que só a caracte- 
rística 6 negativa e, portanto, diferengando do número 
decimal negativo. 


Os logaritmos de caracteris " 
perde сагане pe edic 
Exemplo : 
log 0,03 tem característica — 2 e mantissa 0,47712 


Então log оз = — 2-0, 47712, se escreve assim : 3,47712 
,47712 6 um logaritmo: preparado 


7.* Quando o logaritmo decimal for inteiramente negativo, 


isto 6, a característica e a mantissa negativas, dizemos 
que o logaritmo é um logaritmo negativo e colocamos 
um sinal menos precedendo-o. Exemplo : 

log = log 1 — log 2=0 - 0,30103 = - 0,30103 


—0,80108 é um logaritmo negativo. 


NEAR үт 
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) Multiplicando-se um número 4540 por 10" sendo m um 


“número inteiro relativo obtém-se um número N cuja 
mantissa de seu logaritmo é a mesma do logaritmo de А. 


“Seja log А =р+] (p a característica, f в mantisa) 


Como log 10"=m 
Então log N =log (А X10") =log A+m 
ou log N=p+f+m=(p+m)+f 
Vemos que os logaritmos de A e N só diferem na parte 
e portanto têm a mesma mantissa, Exemplo: 
log 0,2=,80108 
log 2 =0,30103 
log 200 = 2,30103 


13. Transformação de um logaritmo negativo em 
tmo preparado e vice-versa. 
a) Quando em um cálculo logaritmico aparecer um “loga- 
ritmo negativo” devemos transformá-lo em “loga- 
ritmo preparado" a fim de facilitar o cálculo. 


Para transformar um logaritmo negativo em logaritmo prepa- 
o basta tomar o logaritmo cuja característica está diminuída 


uma unidade e cuja mantissa (positiva) se obtém subtraindo 
odos os algarismos da mantissa, de 9, exceto o último signifi- 


о que se subtrai de 10. Exemplo: 
Seja log N= —1,30103 um logaritmo negativo 


. O “logaritmo preparado" será 


log N= — (12- 1)--(1 — 0,30103) = — 2--0,09897 
como já vimos escreve-se assim : 
log N=3,69897 ^ 
b) A transformação inversa, isto 6, a transformação de 
um “logaritmo preparado” em “logaritmo negativo", 
Dado um logaritmo preparado para transformá-lo em 
negativo basta efetuar a soma algébrica de sua 
característica e de sua mantissa. Exemplo: 
Seja log N=2,47712 um logaritmo preparado 
A característica 6 —2 e a mantissa é 0,47712. 


Logaritmos 


O logaritmo negativo será ent&o 
log N = -24-0,47712= –1,52288 


14. Cálculo do cologaritmo. Para calcular o cologaritmo 
de um número, dado o logaritmo decimal desse número, soma- 
se algebricamente —1 ao simétrico da característica do loga- 
ritmo e toma-se o complemento aritmético de sua mantissa. 
Exemplos : 


1) О cologaritmo do log N=2,15142 
é 3,84858. 


2) Qual o colog'N, se log N=1,81400? 
colog N =0,68600 


15. Tábuas de logaritmos. São tipos de tabelas 
usadas para determinação da mantissa dos logaritmos dos nú- 
meros, o que completa a resolução do problema da determ 
nação do logaritmo, pois já vimos como determinar a caracte- 
rística, pela simples inspecção do número. 


Há diversos tipos de tábuas, as quais diferem, do um 


modo geral, pelo número de algarismos de suas mantissas ou 
pelo número de logaritmos que contém. 


Adotaremos para os cálculos de nossas expressões e de 
nossos exercícios a Tábua de Logaritmos de Е. T. D., com 7 
decimais, contendo as mantissas dos 10000 primeiros números, 


16. Disposição das tábuas de logaritmos. Apresen- 
Л A seguir uma página da Tábua de Logaritmos de 
Está essa página dividida, por linhas verticais mais 
fortes, em 4 partes. Cada uma das 3 partes da esquerda está 
idida em 3 colunas. 

Na primeira dessas colunas, da esquerda para a direita, 
figuram os números naturais; na segunda, as mantissas dos 
logaritmos desses números naturais; e, na terceira, as dife- 
rengas entre duas mantissas consecutivas, que são denominadas 
“diferenças tabulares", 


Assim o log 2000 tem para mantissa 3010300 e para dife- 
renga tabular 2171, que é o número da terceira coluna que 
fica logo abaixo da mantissa. 


m 
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Na última divis&o ou parte da direita encontra-se uma 
coluna com os números de 1 a 9, em negrito, e nas outras 3 
colunas números em negrito, que são as diversas diferengas 
tabulares dos logaritmos da página, e números, náo em ne- 
grito, que são partes proporcionais aos números de 1 a 9, 
escritos na coluna da esquerda, 4 

Essa parte da direita é chamada “tabela de partes pro- 
porcionais”, cujo emprego será ensinado adiante. 

Existem tábuas de logaritmos que não possuem a “tabela 
de partes proporcionais”. 


17. Uso das tábuas de logaritmos. O emprego das 
tábuas de logaritmos consta de dois problemas : 

1.) Problema direto: Dado um número achar o seu 
logaritmo ; 

2.) Problema inverso: Dado o logaritmo de um número 
achar o número correspondente a esse logaritmo que se chama 
de antilogaritmo. 


18, Problema direto, 

Primeiro caso: Achar o logaritmo de um número cuja 
mantissa está na tábua de logaritmos. 

A característica é determinada pela simples observação 
do número, de acordo com a terceira e quarta propriedades 
dos logaritmos decimais e a mantissa é encontrada na tábua, 
tomando em consideração a oitava propriedade dos logaritmos 
decimais. Exemplos : 

1.º) Achar o log 1982 
A característica será 3 o a mantissa é fácil de ver na 
página da tábua por nós apresentada é 0,2971037 
log 1982=3,2971037 


2.5) Achar o log 0,001982 
A característica será —3 e a mantissa será a mesma do 
log 1982 
log 0,001982=3,2971037 
SEGUNDO caso: Achar o logaritmo de um número cuja 
mantissa não é encontrada na tábua de logaritmos. 
A característica 6 calculada como no primeiro caso. 
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tissa é calculada admitindo-se que, quando a dife- 
RR to oe é рона em relação aos mesmos, 

entre os seus logaritmos aproximad: 
orcional à diferença entre os ае rem e 
char o log 203945 


| А característica é 5. 


Procuremos а mantissa. 
2039 «2039,45 < 2040 
А diferença entre 2039 e 2040 6 1, i 
reed 20006 e e a diferença das man- 


_ Бе o número sumenta 1 a mantissa aumenta d 
número aumentar de 0,45 a mantissa aumentará dee 


` 2=0,452130= 958,52:950 
Então a mantissa de 2039,45 será 3094172--059 = 3095131 


Como log 2039,45 e log 203945 têm esma i 
log 203945 = 5,3095131 (nc Ur. 


? Achar o log 203,945 
A característica 6 2 


A mantissa de log 203945 será : 
mantissa de log 2039= 3094172 
acréscimo p=0,45 X d= 959 
3095131 
27. log 203, 945=2,3095181 


) Achar o log 0,203045 


- Agora que já compreendemos o problema, adotarem: 
inte disposição de cálculos — ^ Mdbtaremos а 


mantissa log 0,2039 =0,3094172 
2180X0,45-  +959 
log 0,203945 = 1,3095131 
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19. Uso da tabela de partes proporcionais. O acrés. x arismo significati to for o módulo da 
cimo p – pode ser encontrado, também, usando a tabela de da fur DEN үсе e 


partes proporcionais. 


Vejamos, com um exemplo, o emprego dessa tabela, 
Exemplo : ^ 


Achar log 193042 


5) Achar o antilogaritmo do logaritmo 3,2913689 


(0 número correspondente à mantissa 2913689 6 1956; 
ЇР domo в característica 6 3 o número tem 3+1=4 alga- 
rismos na parte inteira. 


Então o antilogaritmo de 3,2913689 é 1956. 


mantissa log 1930 = 0,2855573 
2250 X0,42 = +945 


log 193042= 5,2856518 


4=2250 


2) Qual o número que corresponde ao logaritmo 6,2913689 ? 


O número correspondente a mantissa 2913689 é 1956; 
como a característica é 6 o número correspondente ао 
logaritmo 6,2913689 terá sete algarismos na parte 
inteira, será portanto 1956000. 


O acréscimo 945 poderia ser calculado assim : 

Na “tabela de partes proporcionais”, à direita da página 
da tábua de logaritmos, apresentada por nós, encontramos, 
Ro peito, a diferença tabular 2250 e na coluna de números y 
abaixo de 2250 encontramos correspondendo a 4 e a 2 respecti- " i 
vamente 900 e 450. 8.) Qual o número cujo logaritmo é 2,2913689? 


O número correspondente à mantissa 2913689 6 1956; 


А Adotando o seguinte dispositivo, teremos o acréscimo р: 3 como a característica 6 2 o número será um númoro 
q decimal que tem 2 zeros à esquerda do primeiro alga- 
K acréscimo para 0,4= 900 rismo significativo. 
"9 acréscimo рага 0,02 = 45,0 0,01956. 
3 acréscimo para 0,42= 945 d O número será, então 0, Я 
Onsunvagio : Ве о número d, diferença tubular, não for encontrado Sxzeuwpo caso: Achar o antilogaritmo de um logaritmo 
na tabola de partes proporcionais, toma-so um dos números, em negrita, _ cuja mantissa não está na tábua de logaritmos. 
mais próximo de d, e procede-se como no exemplo anterior. Nesse саво | A i 
о acréscimo obtido pode diferir do acréscimo obtido pelo emprego de Para determinação do número procede-se da seguinte 
pe dé ebe: forma: 


Seja N um número correspondente & um logaritmo dado 

= сија mantissa M não está na tábua. 
| Procura-se, na tábua, as mentissas m’ (imediatamente 
superior a М) е т (imediatamente inferior а M), que corres- 


20. Problema inverso. 


D Primeiro caso: Achar o antilogaritmo de um logaritmo 
cuja mantissa está na tábua de logaritmos. 4 


ч Procuramos na segunda coluna das 3 primeiras partes а LR. pondem aos números а e adi, respectivamente. — 
mantissa do logaritmo dado, o número correspondente a essa | A diferença m’ — т é a diferença tabular d, e a diferença 
mantissa, na coluna da esquerda, será o número procurado, M-m chama-se diferença dos logaritmos. 

o antilogaritmo. Esse número terá tantos algarismos na Como existe uma proporcionalidade entre os números e 
parto inteira quanto for a característica mais uma unidade, as mantistas dos logaritmos desses números, temos, então, а 


se a característica for positiva; terá tantos zeros à esquerda regra de três: 
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à diferença tabular d corresponde 1; 
в diferença M — т dos logaritmos corresponderá z (0<z<1). 
2 xz-(M-m:d 

A ^ 

A mantissa m corresponde o número a, a mantissa М 
corresponderá ax. 

Como log N tem a mesma mantissa de loge (oitava. 
propriedade), então N será um número igual a: 10". (a-+2), 
onde n é um número inteiro relativo, determinado de acordo 
com a característica do log N. 


Podemos, então, resumindo, dizer: 


Procura-so na tábua a mantissa imediatamente inferior 
h mantissa do lógaritmo dado; a 
ao número correspondente à man 


positiva, o número procurado terá c-+I 
} ве a característica c do 


algarismos na parte inteira 

logaritmo dado for negativa, o número procurado será 

decimal, menor do quo um, e terá c zeros precedendo 
o primeiro algarismo significativo. 


Exemplos : 
1.º) Qual o número que corresponde ao logaritmo 3,2088646 ? 


Na tábua, a mantissa imediatamente inferior à mantissa 
de logaritmo dado é 2988531 que corresponde a 1990 
e cuja diferença tabular é 2182. A diferença dos loga- 
ritmos é 115. 


115+2182=0,052 


1990-+0,052= 1990,052 6 um número cuja mantissa 6 a 
mesma do logaritmo o número procurado. E o número 
procurado, que tem 4 algarismos na parte inteira, pois 

а característica é positiva e igual a 3, será esse mesmo 

número: 1990,052 
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2.) Qual o número cujo logaritmo é 1,3065580? 


2025...... 4250 ..... d=2144 
1330 1330 +2144 =0,62 


21. Uso da tabela de partes proporcionais., O acrés- 
cimo х pode também ser encontrado, usando a tabela de 
partes proporcionais. 

Vejamos com um exemplo o emprego dessa tabela, 

Achar № sabendo que log N =4,3065580. 

log N —4,3065580 
2025 ...... 4250 ..... d=2144 
1330 


Na parte da direita das páginas da tábua por nós adotada, 
procuramos, nos números escritos em negrita, em uma das 3 
colunas da direita a diferenga tabular 2144. 


Nos números abaixo de 2144 procuramos o imediatamente 
inferior à diferenga de logaritmos 1330, que é 1286 e corres- 
ponde a 0,6; procuramos a seguir, nos números abaixo de 
2144, o número 1330 – 1286=44. O imediatamente inferior 
6 42,9, que corresponde a 0,02. Entáo 1330 equivalerá a um 
valor 2= 0,6+0,02= 0,62 

Е o nümero № será 20256,2 

Façamos o mesmo exercício dando uma disposição de 
cálculo adequada. 

log N=4,3065580 
2025...... 4250..... d=2144 


Onsenvação : Se a diferença tubular d não for encontrada na "ta- 
bela de partes proporcionais”, toma-se um dos números, em negrita, mais 
próximo de d, e procede-se a seguir como no exemplo anterior. 
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22. Operacóes com logaritmos. 


Prrmpro caso: Se as características dos logaritmos 
dados são positivas, opera-se % modo igual às operações 
com decimais. 


Segundo caso: Se uma ou mais cafacterísticas dos 
logaritmos dados são negativas, opera-se como veremos a 
seguir. 

I) Adição de logaritmos: Somam-se as mantissas dos 
logaritmos dados e a seguir somam-se algebricamente, ao 
resultado obtido, as características desses logaritmos. Exemplo : 


Efetue : 3,5913406 
3,1480709 
0,3448201 
2,1485769 


4,2328085 — 


II) Subtração de logaritmos : Já vimos que, numa expressão 
logaritmica, de mais de dois térmos, é vantajosa a substi- 
tuição de — log N por colog N; entretanto, se temos apenas 
uma diferença entre dois logaritmos, essa vantagem desa- 
parece, 

Todavia, achamos mais fácil para o aluno e mais prático 
usar, em qualquer dos casos, o cologaritmo. 


Exemplos : 
1º) 2,5481 2.)  1,51004 
3,54131 Е 2,71003 
4,81350 0,80001 


III) Multiplicação de um número por um logaritmo: Mul- 
tiplica-se o número pela mantissa e ao resultado obtido soma- 
se algebricamente com o produto do. número pela caracte- 
rística. Exemplos : 


1º) 2,84501 2.) 3,70012 
x4 


x13 
3,38004 210036 
8, 70012 
5,38004 9,10156 
39, 


50,10156 
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IV) Divisão de um logaritmo por um número: a) A caracte- 
rística negativa do logaritmo é divisível pelo número. 
Dividindo a característica do logaritmo pelo número 
obtemos a característica do quociente, dividindo a mantissa 
pelo número obtemos a mantissa do quociente. Exemplos : 
19) 1,15748+2=2,07874 
2.) 5,18230+3=3,04410 


b) A característica negativa do logaritmo não é divisível 
pelo número, 


Acrescenta-se à característica o menor número de uni- 
dades negativas, a fim de torná-lo divistvel pelo número, e 
norescenta-se esse mesmo número de unidades, porém posi- 
tivas, à mantissa do logaritmo. Dividindo esses dois resul- 
tados pelo número obtemos, respectivamente, a característica 
mantissa do logaritmo, quociente da divisão pedida. Exemplos : 

1.º) 1,24534--2 — (I +1 --1--0,24534) +2= 
= (24-1,24534) +2=14-0,62267 = 1,022067 
2.9) 5,14800 --8 = (54-3 --3--0,14800) +8 = 
=(8-+3,14800) +8=1-40,39350=1,39350 


V) Divisão de logaritmos: Se um dos dois logaritmos, 
ou os dois, possuírem características negativas, devemos pri- 
meiro transformá-los em logaritmos inteiramente negativos 
e a seguir efetuar a divisño de decimais. Exemplos: 

1.) Dividir log 0,2 por log 5, isto é, 1,80103 por 0,69897 
1,80103= — 0,69897 
(= 0,69897) : 0,69897 = — 1 


2.º) Efetuar: 


(3,72647) : (1,57549) 
Transformando em logaritmos negativos, temos : 
(- 1,27353) : (- 0,42451) = +3 


23. Aplicação das tábuas de logaritmos no cálculo 
numérico. Podemos com o auxílio das tábuas de logaritmos 
e empregando as propriedades fundamentais dos logaritmos 
calcular o resultado de certas expressões numéricas, com 
grande vantagem. Exemplos: 
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1.) Calcular 2=(0,07589)% 
'Temos pela terceira propriedade fundamental 
log z = 10 X log 0,07589 
log 0,07589 = 2,8801846 
X10 ^ 
8,8018460 
DEMORA 
log z = 12,8018460 
6338...... 8152 


2.9 Calcular o valor de z na expressão 
= A [03115 x 7689 и 
" GALA) 
log 2= 96 08115Hlog {ыза colog 321,4 


Cálculos auxiliares 


log 0,3115 1,4934581 log 821,4= 2,5070459 
log 7589 = 3,8801846 хз 
7,5211877 
3 colog 321,4= 5,4788623 3 colog 321,4= 8,4788623 
5 log z= 8,8525050 
17. log z=1,1705010 
27. 2=0,148 


24. Algumas questóes de concursos resolvidas. 


1) O logaritmo neperiano de e” 6 igual à ........... 
(Concurso Admissão A Escola Naval ~ 13/3/02). 


Devemos completar com o número - 6 porque 


leê m -5 Le 
mas, Lesl s. ect--6X1--85 

2) Calcular sem usar a tábua de logaritmos 

log Y 0,0628 


sabendo-se que log 240,301 03 
(Faculdade Nacional Arquitetura - 1946). 


de 
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Babemos: 


log 625=log 5t=4 log 5«4 (log 10 - log 2) = 4 (1 — 0,301 08) = 
=2,70588 


Е, log0,00625- 3,795 88 
log T0035 = BEQ _ ime. 4ле. 
= -240,897 04-2897 94 


3) Sabendo quo log 201,301 03, calcular log 0,087 . 
(Escola Técnica do Exército — 1945). 
1 
Sabemos que: log 0,088 = i log 0,08. 
Mas, log 8=10g 2%=3 log 2 e como log2=0,801 08, log 80,008 09 
e log 0,082,903 00 


Item m 140,802 88w= 1,960288 


4) Quantos algarismos tem o número 380, ве log 8=0,477 12? 
(Colégio Naval - 1^ Р. Parcial - 2^ Ano Cientifico — 4/0/01). 


Sabemos que log 859-50 log 3=23,856 00. 
Bo а característica de log 819 6 23, 39 possui 24 algarismos. 
25. Exereícios para resolver. 

1) Qual o logaritmo de 81 na baso 3? 

2 Qual o logaritmo de $ na baso £ 7 

3) Qual o logaritmo do 2 na baso 8? 

4) Sendo a) = o f) =c, tomas b= 


5) Qual 6 o número cujo logaritmo, em qualquer base, 6 zero? 
6) Qual o sistema de logaritmos em que o logaritmo de 4 6 - 2? 
7) at poo de um sistema de logaritmos em que o logaritmo do 3 


8) Calcular o valor de z sabendo que: log yz 8-2. 


Calcular o valor de z sabendo que: 
9 loga 6 = Ш) logas Y6 = z 


10) log + = z 
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Calcular log sendo: 
14) 2-09 


15) z= st 


16) z = Rh 


Resolver as equações: 
20) 8 bgg +2 log 7 = 4 bogz-log49 


1 1 
21) log z = s log 16—- log 4 


22) Resolva a equação: 


log [52-7]2** 4- log 400 = 4 
(Esc. Eng, U. F. Eat, Rio — 1063) 


23) Determinar o valor de z na equação: 
log VIE EB + log VEFE = y + ga 
(Escola Aeronfutica ~ 1943). 
24) Resolva a equação log (# + 1) +2 = log (42? — 500) (os logarit- 
mos são decimais). 
E.N.E. - 1961, 


25) Determinar a característica dos logaritmos de 
а) 3485 Б) 42,87 c) 568900 d) 00151 e) 0,648 56 
$) 0,000057 g) 4,578 
26) Calcular os logaritmos dos seguintes námoros: 
в) 8141 b) 32,87 c) 0,0068 d) 113,53 e) 52048 /) 0,58786 


27) Caleular os números correspondentes aos seguintes logaritmos: 
a) 2,9010300 Б) 4,7279477 c) 2,8204117 d) 5,641 7816 
e) L8145140 f) 4,8570506 


28) Calcular os cologaritmos dos soguintes logaritmos: 
в) 33010300 b) 14509712 c) 5,8075210 


20) So 109-4, н será o valor de logia 0,04? 
(Fasola Preparatória Cadetes do Ar ~ Admis. B.” Ano - 1951). 


30) Ве logio a=3,31482 qual é o valor de a? 


81) Se loga* 143278 a que é igual log Ya ? 
(Adminsño à Escola Naval = 1051). 
82) Efetuar as operações seguintes: 
а) 5,189 4552--2,001 4897 e) 2,975 5402X8 
8) 27510042--3541752 f) 18574812+2 
e) 17284000-3,5123000 g) L7045237-3 
d) 2,400125- 37410034 


83) Sabendo que log 2- 0,301 0300 е log 3=0,477 1213 calcular: 


а) bg6 
5) log0,06 

€) log 60000 9) log ҮТ 
d) lg9 h) log +012 


34) Sendo log 2 = 0,301 03, calcule log 0,25. 
(U.E.O. - 1972). 
85) Sem usar tábuas, dado o logaritmo decimal de 2, calcular o logaritmo 


125, 
s us (Eaccln. Asronáutioa — 1987). 


n 
36) Sendo N == (5)7, calcular, sem о emprego des tábuas, log N. 


кыылы » (Евосіа Nasional Engonharia = 1948), 


37) Sendo log 0,35=1,5441 e log 0,79 = 2,7608 determinar log 3/0/28 
(Fasola Técnica do Exéroito — 1046). 
38) Sabendo que og 2 = ба, o valor da exprosto fog 22 e VE, 
com uma decimal é og 5 
(РОУ = 73 = 8, P). 


39) ве ° ovens de 100 na base b é 16, então o logaritmo decimal de 
(COMSART - 73 - GB). 


40) Se logio 2 = a, então loga 5 é igual a: 
l-a 

a à 
a 1 


D тға ое 


e) 
Za 


(COMCITEC - 72 - GB). 


41) Qual é o logaritmo de a" na base a”? 
(E. Eng. В, Carlos = 1058). 


^ OBRA " Logaritmos 
D AUR 
42) Моне م‎ аен F 7 1 + logem 


(Sugestão: Passar da base ma para a base a). 
(TA. - 1054). 


43) Qual 6 a base do sistema de logaritmos em que o logaritmo de 7 é- > 
(Engenhfria - 1969 - Gi 


44) Dados log, a = m e log, ¢ = n, exprimir log, a em termos de m e n. 
(UGF - 78). 


45) Sabendo que log N = 7,61532, calcule log VF 
(ENE - 1904). 


46) Qual a base do sistema de logaritmos em que o logaritmo de Y% 6р? 
(Economia - UFRJ ~ 1971). 


47) А razão entre os logaritmos de 16 e 4 numa base qualquer é .... 
f, (COMCITEO - 78 - GB). 


48) Sabendo que log,N = basa e at ЙЕ 
tente entre ов números N е Р. 


49) Calcule o valor do produto logz3 Xloga5 Xlogs2 
(Concurso Professáres Guanabara ~ 1963). 


50) Sendo log 2 = 0,301 e log 0,3 = 1,477, calculo log Y 0,015. 
(E. Fluminense ~ Engenharia - 1969). 


51) Sendo conhecidos log 2 = 0,30103 e log 3 = 0,47712, calcule 
log 002. (Engenharia UEG - 1060). 

RESPOSTAS: 

1)4 2) -1 3 

4) Logaritmo перегівпо de c 

51 8) 6 11) + 


9 + 9 3 12 2 
1 
ma 10) -1 13) * 


14) log 4+logr+3 log R+colog 3 


15) Yog2-log y + EL Deg 10) log r+2 log R-+logh 
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17) Ю&Р+Їоё& (p - a) Hog (p = b)+log (p- c) 
2 


1 
18) (17 loga+5 logb) 20 2-1 
22) z= + VF 
19) logo + BE 4 8® 42 одоре meum 
24) z = 30 
эт 9 ма, 


2 мы 517 


а) 2,698 9700 
b) 2,549 028 8 
c) 8,002 4790 


SES S 2m 

2 4,778 1513 d Тато 
37) 1,879 6 
38) 3,8 


Lo 
46) Ур 
۳ 47) 2 
45) 3,871 77 48) NR 
51) 1,359 73 am) à 


CAPÍTULO IV 


^ 
Equações Exponenciais 


1. Definição. Chama-se equação exponencial a toda 
equação que possua uma ou mais incógnitas em expoente, 


2. Resolução de equações exponenciais simples. Em 
geral, são resolvidas mediante o emprego dos logaritmos. 


8. Primeiro tipo. O tipo mais simples de equação 
exponencial 6: a*=b (I) sendo a e b positivos e azél. 
Essa equação pode -ser resolvida : 
1.º) por logaritmos ; 
2.º) sem o auxílio de logaritmos, quando b é uma potência dea. 


Т) Resolução, por logaritmos, da equação a*=h, 


Temos: log a'-logb А 
' m m: 17 
.'. zloga=logb vg log 


П) Resolução da equação a*-b, quando b=a* 


Temos: озеп 
EXERCÍCIOS 
1) Resolver а equação 2%=50 
m 10850 _ 1,00897 _ يم چ‎ 


e E Tga 7 030108 7 
2) Resolver a equação 3'e729 
EN о. 256 


4. Segundo tipo. Equações que se reduzem ao pri- 
meiro tipo. 


. Resolver a equação a” =n 
4 Fazendo b*=y, temos : 


log y ed logn 

Ñ Mas, go DEE 1E log log | 
E (Procedendo analogamente podemos resolver qualquer 4 
iquacüo do tipo (ID) { 
E EXERCÍCIOS 
- 1) Resolver a equação 2-50 
A А logy 
1 Temos: 3*ey .'. БЫ 
D à log 50 A log 5,64 _ 0,75128 

Cv ua COM Ctm Th. T 047715 

*. 2=1,57 


9 Resolver a equação B%=025 
^ sot egt s gua s Peg zu 
5. Terceiro tipo. Equações exponenciais que se reduzem 
а uma equação do segundo grau. 
Isto é, equações da forma: az?"--bz"--c-0 (Ш) ү 
Fazendo y?=(2")2=32" n 
temos: ay?--by-Fe- 0 
Resolvendo esta equação do segundo grau obtemos duas 
raízes yı e ya. 
Donde 2"=y, e 2"=ya 


Equações exponenciais do primeiro tipo e soluções 
noite aj as soluções da equação (IN). 


Exemplo: 
Resolver а equação 25541 7.2 30 
Temos : 2.2% 7,2243 =0 ^ 


Fazendo 2*-y, temos: 2y2-7y-+3=0 
cujas raízes são yi=3 e u-l 
Temos então as duas equações exponenciais do primeiro 
ah 2-8 6 ml 


А segunda pode ser resolvida веш auxílio dos logaritmos, 


*.m=0 m=—1 


loga que 
m2 am 1 


"o 
7. (z-1I)z=3z s. 23 -4z-0 
m=0 e m=4 


A primeira resolvemos com o emprego dos logaritmos 
2—3 s. gel E 047712, y ea 


E. log 2 0,830108 m 
6. Quarto tipo. Equações exponenciais cujo primeiro is e TX т e" 
membro é uma soma de exponencisis de mesma base, | d 
7 
1 
EXERCÍCIOS ' - Dividindo, ambos os membros, por 34, temos : 
ў 1) Resolver а equação 1 23 ou (1) ЖУ, 
D gri c ge-t gra gr^ m 654 ge 
colocando 3*-* em evidência, temos: р sez-le0ez-l 
37—488 -85 +3- 1) = 654 p А 
un ra | 6) Resolver 3+3, =18 
Ё 2-4=1 e z-b [0 Qt. 8292-18 . 3*4-9-20 .*. 31. 3%-18.3"49=0 
(00002) Reolver I1 para f ta param 45 | „ з=-2.31=0 
E Tomos: 2-403 + 23 + 2 } 1) = 45 1 
2-415) = 45 .. 2-«-8 | | Fazendo 3'=y, temos: 
Resolvendo por logaritmos j Я gy -2pi€0..y-1 
(2-4) 082 = log3 { 


f itui г 89-1 s.z-0 
sap N LI DE { . Substituindo temos 


Resolver as seguintes equações, sem o auxílio de logaritmos: 
1) 27-512 5) 318-10 = 1 [T 
2)3Y* жз 6) 2*1 = 32 
D (U. Gama Filho - 1972). 
3) 2x5*-250 7) У = 16" 4 
22 on ns = À 
4) 52 =5 өл i 


(E. Fium. Engenharia - 1060) 


Resolver por logaritmos 
9) 9-5 10) 3. 281 92592 
Ш) $.394-8 — 19 3*-5 


gema 10 
13) $-——-. =0 


(Col. Pedro TI — В. Norte — 1955), 
Resolver as equações: 
14) PAPEL ETT T7 400 18) 537-3, 54-220 
16) 391 -3*-3*714-1-0 19) 2143.22 11 
(E. Engenh. 8. Carlos - 1953). 
30) 274.2174 2172 - 2171434 20) 6+ 4x gef 
17 89 -3'-6-0 (Fae. Filosofia — Paroembuso — 1958). 


21) Resolver a equação: 
100 x 10º = Y 10005 
22) к. : (E. Militar — 1087). 
ata 87 = 650" -1) 
28) Resolver a equação: EMINENS 
(a) (a) 
J) ¡Resolver а eq i (E. Nacional Química — 1945). 
A (y = ат (VEO. - 1971) 
Lã іт 

25) O valor de z na equação a * =a 5 6... 

(COMSART - 73 - GB). 
3(9**1 - 7) = 18(9* - 1) 


Dispo " q (E. E. Juiz de Fora - 1062). 
. 27) Resolver: 


26) Resolver: . 


MC e ma 


37-1 y= 
Sugestão: Fazer 2º = z OMR ss 


. 980) A equação 37*-*Y3 = 1 


(E. N. Eng. — 1950). 

29) Resolver: 3.97 +7.3*-10 =0 
(Е. Flu, Eng. > 1957 e U.B.G. = 1972). 
(E. P. U. См. - 1987). 


31) Resolva: Vala = V аї 72 
(U.E.O. - 1972). 


32) Resolva: gt + е = 10 
(Feo. Eng. UEG - 1904). 


ЕРЕ 
39) Resolva: gere y get gn 4 got - 80 


(PUC - Rio - 1908). 
34) Resolva a equação 
4-9-174 "+150 
Engenharia - 1966 - (GB) 


KESPOSTAS: 
60) 2-42 10) z = -6,128 
1) z = 0,2577 


1 
7 == += 
dpi. 12) z = - 1,465 


8z2-5ez-1 
9) т = 1,465 


5 
. 2- 
18) z=0 o z=0,43 22 zm +8 
15) 2420 0 2=1 10) z= 2 e 0,58 23) z-0 e x 


M)z-5 20) z = 1/3 24) 2 =00z=b-1 


am 20 z-302=-5 


27 1,5 
28) 2 29) 0 30) 0e ҮЗ 


25) -4 


a = 33) 220 


CAPÍTULO V 


" 
Análise combinatória simples 


1. Preliminares. Existem diversas maneiras de dispor 

os objetos de uma colegáo em grupos, Esses grupos deno- 

Ggrupamentos e os objetos que os constituem cha- 

mam-se elementos. Em qualquer dessas maneiras de disposição 
dos elementos, há dois casos que distinguir : 


1.º) em cada grupamento todos elementos são distintos; 
2.º) em cada grupamento pode haver repetição de elementos. 


No primeiro caso, os grupamentos dizem-se simples, e 
no segundo caso chamam-se com repetição. 

Os grupamentos, quanto so modo de formação, podem 
ser classificados em arranjos, permutações e combinações. 

Ao estudo da formação, contagem e propriedades dos 
poene simples denominamos de análise combinatória 
simples. 


Dois grupamentos simples diferem pela ordem ou pela 
natureza de seus elementos. Diferem pela natureza quando, 
pelo menos, um dos elementos de um dos grupamentos náo 
for elemento do outro. 


2. Arranjos simples de objetos distintos. Aos agru- 
pamentos simples de p elementos que podemos formar com 
m (m > p) elementos distintos, cada um desses agrupamentos 
diferindo do outro pela natureza ou pela ordem de seus ele- 
mentos, nós chamamos de arranjos simples de m elementos 
distintos tomados p à p. 

E representaremos o número desses arranjos pelo aím- 
bolo AZ. 


шшс ii 
Segundo ano 


as três primeiras letras do alfabeto podemos formar 
jintos arranjos de dois elementos : 
ab, ba, ca 
а, be, cb 
| 3. Formação dos arranjos simples. Consideremos m 
bs distintos e, para fixar idéias, suponhamos m= 4, 
as quatro primeiras letras do alfabeto esses elementos. 
Diz-se, por extensão, que cada um destes m objetos é 
arranjo simples de m elementos 1 a 1, Am = m. 
Esses arranjos são pois: 


« b о d 


Colocando à direita de cada um desses elementos as m — 1 
restantes, obtemos o quadro: 


que contém, sem repetição nem omissão, todos Am . 
Então А» = An (m= 1). у j 
Juntemos agora в cada um dos Am do quadro anterior 
m – 2 elementos restantes. 
Cada um dos grupos de 2 elementos formará m — 2 grupos 
do 3 elementos, 
Logo, Am = An (n—2). 
Prolorgando esse raciocínio, temos que, de um modo geral, 
An = Am [т-(р-1] 


on 


E podemos dizer que o processo geral pars forman 
_ dos АЎ, consiste em acrescentar a cada um dos А'„ agrupa- 
mentos as m — p + 1 letras restantes. 


Onsznvação : Há problemas que exigen a formação dos Ad. For- 
tais agrupamentos 6 teoricamente fácil. Se m e p não forem pequenos 
ано e se m o p forem grandes valores é praticamente impossível 


O 
_ Arranjos e Permulacóes i 


4. Número de arranjos simples. Fazendo na fórmula 
(Mp = 2, 3, 4 .... pe tendo em vista que Al = m, temos: 
Ает 

4% = AL (m-1) 

An = А (n-2) t 


Ao АЗ (mp4 2) 
An = АЗ! (m-p +1) 
Multiplicando, membro a membro, essas relações e supri- 


lo os fatores comuns aos dois membros, obtemos a ex- 
pressão do número de arranjos simples: Mot A ex 


[ 4 =mm= (m-2)....m-»+2) (m-p+1) | an 


E podemos concluir que o número de arranjos simples 
de m elementos distintos, tomados P а p, 6 o produto dos p 


"oed consecutivos decrescentes, a partir de m. 


Ai=5X4X3=60 0 Aj=9x8=72 


Onsunvação : Por convenção, escreveremos A% =1, o quo se jus- 
tifioa pela fórmula (1), onde, para p=1 temos: Al =A? . m, e como 


| Ahmm, temos: AS 1. 


Na (1) para p>m, será por definição: AP =0. E А? 


5. Permutações simples de objetos distintos, Cha- 
mamos de permutações simples de m elementos distintos aos 
св Md de {шеше que podemos formar 

es, de modo que cada agrupamento difira do outr 
pela ordem dos seus elementos. е 

Е representamos о nümero dessas permutações por Pw. 

Com as três primeiras letras do alfabeto podemos formar 
as seguintes permutações : 

abe, bac, cab 
acb, bca, cba 
ÜOnemnvacio: Se em cada grupamento de arranjos simples formado 


de т elementos entrarem os m elementos os arranjos so denominam pere 


6. Formação das permutações simples de elementos 
listintos. Evidentemente, com a primeira letra do alfabeto 


podemos formar uma permutagáo: a. E, Pi = 1. 


Com as duas primeiras letras do alfabeto podemos formar 
as duas permutações seguintes : 
ab, da ` 


que foram obtidas acrescentando a permutação a à letra res- 
tante b, em cada uma das duas posições possíveis. Então: 
Р, = 2. 

Acrescentando as permutações de 2 elementos à terceira 
letra do alfabeto, c, nas 3 posicóes possíveis, obtemos as per- 
mutações de 3 elementos. 

Ou seja, 


Juntando a essas Pa pormutações um quarto elemento d, 
em todas as posições. possíveis obterfamos um quadro con- 
tendo as P4 permutações, sem repetição nem omissão, o que 
não seria difícil provar, com raciocínio análogo ao já realizado. 
E assim sucessivamente, podíamos obter a fórmula de recor- 
rência : 


Onsunvação: Para mml, temos: Pi=PoX1 e como Piel, 
1=PoX1 .*. Poml o, portanto, dovemos convencionar Pe 


7. Número de раша simples. O número de 
permutações simples de m elementos é igual ao número de 
arranjos simples de m elementos tomados m & m. 

Pa = An =m(m-1)(m-2)....(m-m-+2)(m-m-+ 1) 
ou Pn=1.2.3.....(m-2) (m- Dm. 

Esse produto de números inteiros de 1 a m denomina-se 
fatorial de m e representa-se, em geral, por m1. 

Log, Pa = т! = 1. 2. 3. ....m. (ш) 

E concluímos que o número de permutações simples de 
m elementos distintos é igual a m!, ou seja, ао produto dos 
m primeiros números naturais. Exemplos: 
3l=123=6 e 5l=1.2.8.4.5= 120 


Permutações 


8. Inversão. Dados m elementos 


tomemos uma de suas m! permutações, por exemplo, 
1033. . . Gm Ф 
que chamamos de permutação fundamental. 


Diz-se que dois elementos de uma permutação de m 
elementos formam uma inversão, quando estão em ordem 
inversa àquela em que se acham na permutação fundamental. 

Assim, por exemplo, se tomarmos as 4 primeiras letras do 
alfabeto e considerarmos como permutação fundamental aquela 
em que os elementos estejam em sua ordem alfabética abcd, 
dizemos que na permutação abde existe uma inversão entre 
ов elementos c e d, que na permutação dacb existem 4inversões, 


& saber: 
da, de, db e ф 


É fácil de ver que, para se obter o número de inversões 
de uma permutação basta comparar cada elemento com todos 
08 que o seguem. 


7. Classe de uma permutação. Diz-se que uma per- 
mutação é de classe par ou de classe tmpar, conforme o número 
de suas inversões веја par ou ímpar, respectivamente. 

Assim, a permutação dach é de classe par porque, coma 
já vimos, apresenta 4 inversões, e a permutagáo abde é de 
classe ímpar porque, também como já vimos, apresenta uma 
única inversão, 


10. Teorema de Bezout(*). Uma permutação muda de 
classe quando se trocam dois de seus elementos. 


Para sua demonstração temos dois casos a considerar: 
os dois elementos são consecutivos, ou não. 


1.) Seja uma permutação qualquer de m elementos 
в вз....а@на...... asi dm 


e permutemos dois de seus elementos consecutivos, como por 
exemplo, a, е ан temos: 


в 0з....йна..... [EP 
(0 Воот, algebrista famoso. Século ХҮШ. 


кета — Segundo апа 


fácil de observar que a posig&o destes dois elementos, 
lação EA otros eg não foi alterada, logo houve 


uma inversão e, portanto, o número de inversões da 
ção aumentou de uma unidade, e, portanto, mudou 


5) Consideremos agora a permutação de m elementos 
1. Gel Oy C1... Grim 


ermutemos dois elementos não consecutivos, @- € Gir 
os quais existem r elementos, temos : 


A Opel ee OS O m 


Esta permuta pode ser obtida, fazendo, primeiro, o ele- 
nto E. à esquerda, avançar r posições para a direita, 
„ em seguida, fazendo o elemento Gs, à direita, retroceder 
E 1 posições. Fazer isso equivale a realizar sucessivamente 
т4- 1 = 2r + 1 inversões sobre a primeira permutação 
da, logo, esta permutação mudará de classe. 


- 11. Permutações simples com objetos repetidos. 
08 'pamentos simples que mos formar 

Ee Чалов, onde alguns elementos, ou todos, aparecem 
tidos, de modo que cada um difira do outro apenas pela 
m de seus elementos. São, pois, as permutações simples 
podemos formar com m elementos nem todos distintos. 

evidente que são em número menor do que as permutações 
simples de m elementos distintos. 


12, Número de permutações simples com objetos 
etidos. Sejam m elementos 

6j, 20006, A b ibis 
quais a são iguais a a, В iguais a b, e à iguais a 1, 
m, sendo: a+ 8F ... FA = т. z 
E seja Pm P»-"-* o número das permutações simples 
m elementos repetidos. 


Se os m elementos fossem todos distintos, o que podia 
obtido afetando os elementos iguais de índices, teríamos 
im os m elementos distintos 


{ a102... aba, .. bg. Ша. «la 
Cujo número de permutações simples seria igual a m1. 


q 


É 


100 Permutasóes com elementos repetidos 


Imaginando agora que em cada um dos Pp 6,...^ 


Pam f. 
total de permutações passaria a ser Pao 5^ X al. 


distintas, um número de permutações i P 
X181... иа ual 8. Zug 


a ml, então; 
Pat б xal Bl ml 


m av) 


Exemplos : 


1.º) Quantas permutações simples pode: f 
letras da palavra "matematica $ ICA 


8 н ea 10 e 2 letras m, 3 letras a, 2 letras t, e uma 


is . 101 
P. S Pg us = 
P "i amarar TT ir ti 191200 


T 2.9 Quantos números de 6 algarismos pod 
b ов algarismos do número 0820925" mo formar com 


5 Tomos: m=6,a=408=2, 
Es 2.6 


A Ps = 


E ata 7 15 


18. Combinações simples de objetos distint 
1 8 os. Cha- 
pe combinações simples de m elementos, tomados p a p, 
agrupamentos simples de p elementos que podemos formar 
com os m elementos dados, tais que cada um difira do outro 
apenas pela natureza de seus elementos. 


Representemos o número dessas combinsíções por CZ. 


a letras a fossem diferentes, a103....a, 
+++ «Ga, permutando-as d, 
todos, os modos possíveis, teríamos que cada grupamento 
*'" se desdobraria em a! agrupamentos e о número 

Procedendo do mesmo modo até se acabarem a: 

P з letré 
repetidas, obteríamos, para o caso de todas as letras сеч 
«А; 

х 


E como esse nümero 6 também, como já vimos, igual 
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iras letras do alfabeto podemos formar 
intes combinações de 2 elementos : 


ab, ac, be 
Formação das combinações simples. Conside- 


; m elementos distintos e, para fixar as idéias, suponha- 
pe 4. Sejam as 4 primeiras letras do alfabeto esses 


sitiremos, por simples convenção, que cada uma dessas 
nstitui uma combinação simples de m elementos 1 a 1. 


Ch =m 


combinações de um elemento são, pois: 
8,5. d 


Е 
lic. ocando à direita de cada um desses m elementos, 
o possível, sucessivamente os elementos que o seguem, 


ab bc cd 
ac bd 
ad 


© encerra, sem repetição пет omissão, todas a. 


edendo do mesmo modo, isto é, escrevendo sucessi- 
à direita das combinações do quadro, já obtidas, 
que seguem a última letra da combinação (ou os 
os que na permutação fundamental seguem o último), 
obtendo novos quadros com as combinações formadas 
lo mais um elemento do que aquelas do quadro anterior. 
temos assim o modo de formação do quadro das com- 
simples. 


15. Número de combinações simples. Consideremos 
“das C, combinações simples de m elementos p a p. 

О número de permutações possíveis dos p objetos que 
n nessa combinagáo é p! 

Permutando em cada uma das Ch os seus p elementos, 
os plX CZ agrupamentos, dois a dois diferindo ou 
ordem ou pela natureza de seus elementos, e portanto 
Bes p! X Ch agrupamentos constituem o número de arran- 
da dos m elementos p a p- 


símbolo fatorial (n.º 


Combinações 


Realmente esses pl X C$ j à 
em omissão пеш терел de anos sio todos distintos, 


'ormados com essa combinação, há 
а do arranjo que pensá: due d justamente 
iios. que pensávamos faltar entre os p! C5 agrupa- 


Então, pl X Ch = AR 


Onmexnvagio: Sendo A? =1 - 
venção, Се «1. Ба Am=l e Poml, tomos, também, рог con- 
Gu doa, pe 
"RO 6tpit9 o d-ppj-» 


16. Outras expressões para А? e CP, 
« Adotando o 
7) podemos estabe! 
PN est lecer outras expressões 
1.) Multiplicando e di: 


por (m — p) |, temos ; vidindo o segundo membro de (II) 


23 s 
22 Substituindo na fórmula (V), A2, рог seu valor (VI, 


1. Números uber) ou binomiais. São ов 
m 
os da forma ЖПК OT que representamos pelo вїш- 


0 e que lemos binomial m sobre p. 
E por convenção @=1 
о numerador е p é o módulo ou ordem do nümero binomial. 
` 18. Números binomiais de módulos complemen- 


Os números binomiais de mesmo numerador e de mó- 
complementares são iguais. 


Isto é @ = (02) ou Ch = Ca? 
. De fato 
Ca 


3 m! ms m! 
р!(т-р)! (т -р)!(т-т + р)! 
e, portanto, Gm Ca? 


Esta igualdade permite simplificar o cálculo de Ch quando 
m-p <p. Exemplo: 


Ci = Ct = Cio = 


e Ca?” 


100 x 99 
1.2 


19. Relação de Stifel(*). Sabemos que, de acordo com 
& fórmula (VII) 


daa cdt Ln 
SE NS 
2 اق‎ MDL 

-—i*»lm-i-p! pl(m-p-Dl 
Somando membro a membro, temos : 

(monto (т-у! a 
(p-DIm-p! pl(m-p-11 
рон) п) (т) (в ртр) 

p! (т-р)! pl(m-p! 
п-т ml __ 
plÁn-pl р!(т-р)! 


() Sriras, algobrista. Século XVI. 


= 4950 


CLA + Ca = 


Esta relação tem o nome de relagdo de Shifa. 


20. Triángulo aritmético de Pascal(*), Consideremos 


todos os números binomiais (7), para 0 S p 5 m, dispostos 
como veremos a seguir: 


@ 
0000 


j 00060 


onde cada elemento 6, de acordo com a relação de Stifel, a 
no do que Ihe fica acima com o que está à esquerda deste 
timo. 


Substituindo os números binomiais por seus valores, 
шов: 


1 
2 
3 
4 
5 
6 


oe 


Ao quadro acima, com o aspecto de um triángulo retángulo, 
segundo alguns autores e de acordo com o programa oficial, 
denomina-se triângulo aritmético de Pascoal, apesar de já so 
. encontrar em trabalhos de matemáticos chineses do século XIII. 


21. Observações sobre o triângulo de Pascal. 


15) Dois elementos de uma mesma linha, egüidisiantes dos 
extremos, são iguais. 


(9 Pascau, grande gaio matemático. Século XVII. 


Algebra — Segundo ano 


De fato, dois elementos nessas condições são, de acordo 
com o n.º 18, iguais, pois (7) = (7). 
29 Cada elemento 6 a soma dos elementos que figuram acima 
€ à esquerda na linha superior. 
Com efeito é uma simples aplicação da relação de Stifel, 
34) A soma dos elementos da linha п é igual a 2-1, 
O que é fácil de observar na figura. 


22. Exercícios resolvidos, 
1) Calcular: 49 -Ps-C3. 


Temos: 7,0.5-1.2,8.4.5- $H- = 910-10-00 = 34. 
2) O número do combinações simples do 8 clementos n+1 a 1+1 6 


à motade do ni de ibinações les de 8 elementos 
1 erra er EDT pos 
ej 


Tomos: ep 
Segundo (VID, temos: 

2 8l - 81 

X ата ai (n--2)1 (87-2) 


n 2 ES 1 
CARDIO ADT] 
Eliminando os denominadores temos п=1, 
8) Com os algarismos significativos quantos námoros paros de 4 alga- 
rismos, não podemos formar? 
s Ora, os algarismos significativos são nove, dos quais quatro deles 
| (2, 4, 6 8) são pares, 
Terminando em um desses 4 algarismos podemos formar А8. Como 
slo 4, teremos: 
1 4XAG=4XEXTXO = 1844 
9 Quantos são os números do 5 algarismos, todos elos fmpares, nos 
, quais os dois menores estão sempre juntos? 
1 Temos que os algarismos são 1, 3, 5, 7 e 9 e os dois menores são 1 e 3. 
Chamando o grupamonto 13 de a, obtemos com os elementos a, б, 
Теў 


Pa=41=1X2X3X4=24 grupamentos 
Permutando-so os elementos do grupo a obtemos 
21=1X2=2 elementos 


segmentos que unem esses vértices ou são diagonais ou lados 
нао número de ados 


E 15-6 = 9 diagonals 
pessoa possula certo número de objetos, Grupando-os 4 а 4, 
a Pedo que cada тро possua palo menoa um objeto diferent 
do ете O mesmo número de grupos que se os juntasse 
idêntico. Quantos objetos possuia ? 


3 
i 


n =6 +4 = 10 (Ver N.º18) 

B. Então a pessoa possuia 10 objetos. T 
m Sobre marcam-se 5 pontos ө sobre outra reta para 
p sire marcam-ao В pontos” Quantos triângulos obteremos unin- 

3 quaisquor desses 13 pontos? 

Unindo um ponto da primeira reta a 2 pontos ds segunda quaisquer, 
obteremos C$ triângulos. Como são 5 os pontos da primeira reta, 
teremos: 


5XC3 triângulos 
E unindo cada um dos В pontos da segunda rela, a 2 pontos quale- 
or da primeira obteremos 
5а 8X Cj triângulos. 
Então teremos ao todo 


4 
5x 034864 = 5 x EXT + 554 140 +80 = 220 


8) Prove que: (р 1)? = (р - 1)! [(p+1)1- p!) 
Desenvolvendo o segundo membro, vem: 
-D106+D!1-(6-Dlp!=[06-1D) 12р. (p+D0-I(0-1) 19 p= 
o DIR plo Dila = (o DIE? = фп” 
Logo, o primeiro membro 6 igual ao segundo. 
9) Quantos são os anagramas da palavra “honra”? 
São: $1271.2.8.4.5 = 120 
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23. Exercícios para resolver. 
1) Calcular 343 + 5P4 - 903. 
2) C2 = 21. Achar m. 
3) АЎ +C% = 12. Calcular m. 
4) Calcular p}221 


5) Para que a igualdade (9) = (? $7) 4- GET) soja verdadeira 
o valor de z= y, encontrado através da relação, de Stilel é: 


8) Quantas pormutações podemos formi pe x 
в po 
GUANABARA AOp podemos formar com as letras da palavra 
UEG. - 1979), 


7) Quantos são os números de 4 algarismos distintos 
mar com os 6 maiores algarismos? ^ Citi 
8) Quantos números d 
significativos? 
, 9) Quantas diagonais tem um octógono? 
10) De quantos modos diferentes um casal е 
sentar em seu automóvel de 5 lugares? 
4 
1) ax =4 Achar m, 


que podemos for- 


le 3 algarismos podemos formar com os. algarismos 


seus três filhos se podem 


12) Aj, = 804. Calcular т. 
(U.E.O. - 1972), 


13) Af - C"? 25 CZ. Achar m. 


14) Be 42 = 2m, segue-se que CF, é igual в: 


a) 2 Cha WBC 0304 dCi, 30, 
(CICR ~ 1068), 


| M5) O número de combinações simples de 4m elementos 10 — m a 10 — m 


€ igual no número de combinações simples dos mesmos elementos 
8 —ma8 — m. Calcule m. 
(Fac. Eng. URG — 1069), 


16) De quantos modos diferentes podemos arrumar 7 livros em uma 
estante ? 


(U. Gama Filho - 1972). 
17) De quantos modos diferentes posso arrumar 7 livros em uma estante 
se desejo que dois desses livros fiquem sempre juntos? 


18) Possuo 6 livros de Matemática, 5 de Português e 3 de Inglês. De 
quantos modos posso arrumá-los em uma estante, se desejo que os 
livros de uma mesma matéria fiquem sempre juntos? 


19) Quantos números posso escrever com os 5 primeiros algarismos signi- 
ficativos de modo que sejam menores do que 400 e que não possuam 
algarismos repetidos? 


21) Calcule o número de permutações que podem ser feitas com as letras 
da palavra “capítulo” de forma que náo fiquem juntas duas vogais 
e duas consoantes. (E. Plum, Ene - 100). 

22) Calcule de quantas maneiras podem ser dispostas 4 damas e 4 cava- 
Iheiros numa fila de forma que não fiquem juntos dois cavalheiros 
e duas damas. (Бирди - DE - 198), 


23) De quantos modos diferentes 4 rapazes e 3 moças so podem sentar 
em volta de uma mesa rotangular, que tem sete cadeiras, sendo 4 
de um lado o 3 do outro, sem haver um rapaz junto de uma 
moça 

24) Com os algarismos significativos quantos números de 3 algarismos 
pares e 2 fmpares, todos diferentes, podemos formar? 

25) Quantos quadriláteros convexos podem ser formados unindo-ee, qua- 
tro a quatro, 5 pontos de uma reta e 8 pontos de uma outra reta 
paralela \ primeira ? 

26) Quantos são os números de 3 algarismos, todos distintos, que existem 
em nosso sistema de numeração? 

27) De quantas formas distintas poies sor grupados 12 elementos dis- 
tintos em 3 grupos de 4 elementos ? 

(Pas. Eng. UEG ~ 1964). 


28) Quantos são os anagramas da palavra “cinema” que começam por ci? 
29) Quantos são os anagramas da palavra “Jairo”, que começam por Y 
е acabam por o? pipes 


30) Os vértices de um icoságono determinam quantas retas ? 


31) Unindo os vértices de um decágono quantos triângulos podemos 
formar? 

32) Em um congresso hé 30 professoras de Matemática e 12 de Física. 
Quantas comissões de 5 membros poderíamos organizar com 3 profes- 
soras de Matemática e 2 de Física? 

33) Em um plano marcam-se 12 pontos dos quais 5 estão sobre uma 
mesma reta. 

Quantos triângulos podem ser formados unindo-se 3 quaisquer desses 
pontos? (Eso. Aeronáutica, а Ano EPC., 1.º Tutorial = 1980). 
34) Quantos números de 9 algarismos podem ser formados com os alga- 
à 4, 4, 4, 5, 5, 6 sem os repetir de modo que cada nú- 
termine por um dos 3 primeiros algarismos dados ? 
(Eso. Aeronáutica, 3.º Ano EPC., 1.º Tutorial — 1951). 

35) Be o número de permutações de m objetos é 24, quantos arranjos se 

podem formar tomando esses m objetos 2 a 27 
(Bee. Naval — Admissão — 1052). 


36) Sabendo que Cz ! = 5, calcule А2. «prisologis – UEG. — 1071). 
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37) Dadas duas retas paralelas, tomam-se 8 pontos sobre delas 
sobre a outra. Quantos triângulos existem, cujos vértices jam 
3 dos pontos acima considerados? GNE - мей, 

38) Sabe-se que o número total de vértices de um dodecaedro regular 
é 20 e que as faces são pentágonos. Quantas retas ligam dois vér- 
tices do dodecaedro nño pertencentes a uma mesma face? 

(EPUSP - 1900). 

39) Numa embaixada trabalham 8 brasileiros e 6 estrangeiros. Quantas 
comissões de 5 funcionários podem ser Tortue dovendo MR 
comissão ser constituída de 3 brasileiros e 2 estrangeiros? 

(ENE - 1963). 

40) Quantas diagonais tem um prisma pentagonal? 

41) Quantas diagonais possul o fcosaedro regular? (ENP - 1969). 

42) Quantas comissões de 8 pessoas podemos formar com 10 deputados 
e 6 senadores, de maneira que em cada comissão tenhamos pelo 
menos 8 senadores? (E. P. C, Aor. - 1050). 


43) Sendo Cf" = Cj", calculo p. 
(U.B.G. — 1972). 
44) Com 10 espécies de frutas quantos tipos de salada, contendo 6 espécies 
diferentes, podem ser feas? к pa a a 


45) Quantos números maiores do que 10% podem ser formado: 
seis algarismos 0, 1, 2, 2, 3, 3? Po Er 


a) 6 ads y 


aa Na 
(Lembrete: 0! - bl = 5 X 5) 


RESPOSTAS: 


1) 0 24) 4800 
27 25) 280 
35 28) 648 
4) 1680 27) 5775 
5) -1 28) 24 
6) 15120 29) 6 
7) 800 30) 190 
8) 504 31) 120 
9) 20 32) 267 960 
10) 120 33) 210 
m7 34) 2520 
35) 12 


CAPÍTULO VI ^ 


Binómio de Newton (° 


L 1. Lei de formação de produto de binómios dis- 
tintos. Consideremos um produto de m binómios distintos 


(a+ a) (r Fb) (40 ... ct) 
todos eles tendo um termo comum. 
Efetuando o produto dos dois primeiros fatores obtemoa 
(z + a) (z +b) = z? + (a + b) z + ab 
Multiplieando o resultado obtido pelo terceiro binômio, 
ов: 


(e + a) (z- 0) (t + o) =+а |z? + ab | = + abc 
Tb + ae 


+e + be 
Multiplicando o último produto obtido pelo quarto binó- 
mio, vem: 
@ +a) (z +b) (x + o) ( + a) = 
=zt +a | z + ab spam æ + abed 


bod 


Observando esses produtos obtidos, podemos estabelecer 
& seguinte lei de formação dos seus termos : 

1.) O produto de dois ou mais desses binómios é um 
polinômio ordenado e completo em relação а х, com tantos 
termos quantos forem os binômios mais um ; 


@) Imc Митон, grande matemático inglês (1042-1727). 
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2.) O expoente de z decresce sucessivamente de uma 
unidade em cada termo, & partir do primeiro, que é igual 
ao número de binômios, até o último, em que é nulo (termo 
independente). 

3.) O coeficiente do primeiro termo 6 a unidade; o 
coeficiente do segundo termo é a soma dos segundos termos 
dos binômios ; o coeficiente do terceiro termo é a soma das 
combinações binárias dos segundos termos dos binômios ; 
o do quarto termo é a soma das combinações ternárias dos 
segundos termos dos binômios, e assim sucessivamente até 
o penúltimo termo ; o último termo é o produto dos segundos 
termos. 

De acordo com essa regra de formação dos termos temos : 

(+a (zb) (2+0... (2+0 = 
= 1" +0 atrito |+... +abo... М. 
+b + ae 


+1 +4 
2. Exercícios. 
1) Calcular o produto (z + 1) (z + 3) (x + 4) de acordo com 
a lei de formação dos termos estabelecida. 
(z + 1) (z +3) (z + 4) = 
=H (134-4) -(LX84-1X 44-3 X 4) z-1 X 3X4 
= z? + 82° + 192 + 12 
2) Efetuar o produto (z + 1) d on @ + 3) (x + 4) tendo 
em vista a regra já эше 
O primeiro termo 6: 
ier ca codo NERA 1+6+3+4= 14, 
O do terceiro 6: 1X6+1X3+1X4+6X3+6X4+3X4= 
=67; o quarto 6: 1X6X3+1X6X4+1X3X4+6X3X4m 
= 126. 
O quinto termo é: 1X6X3X4-72. 
Então: 
(+0 (240) (243) (2+4) = z*--1423--072?4-126z4-72 . 
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3. Fórmula para desenvolvimento da poténcia de 
um binómio. Admitindo que no produto de m binómios 
(+a) (2+0 G9... 6D 
se tenha e=b=c....=1 Ж 
о primeiro membro da igualdade (I) ве transformará em 
(e + а) (z + a) (+++ а)... (e +a) = (z + a)" 

E de acordo com a lei de formação dos termos do segundo 
membro de (I) os coeficientes de 2"-1, 2"3 ..... + T são, 
respectivamente, Cha, Cha? .... Ca! art, 

Logo, podemos escrever : 

(+ a)" = д" + Char! + Chatam- + Chata. «e 

+ Okatan- sss HO; ath eO R anahat (ID 

Essa fórmula (ID, do desenvolvimento da poténcia m, 
inteira e positiva, de um binômio é habitualmente chamada 


de binómio de Newton. 

A fórmula (IT) pode também ser apresentada sob o aspecto 
seguinte : 1 
Etar mam t Ty aut 4 RES (mo Datena 4 


+ mehia atz" +... Ба" (ID 


4. Exercício. 

1) Efetuar o desenvolvimento seguinte: (a+ a)". 
De acordo com a fórmula (II) temos: 
(+a) = 2! + Caz + Caz + Charat Catz + Cas? +O? 

atz+aî =a" + 704+210 °+ 354+851+217 407 

5. Desenvolvimento de (x — a)". A fórmula (II) ou (IIT) 
6 válida qualquer que seja a, logo, se o segundo termo a é 
negativo, basta que se observe, em (II) por exemplo, -que 
os termos de ordem par do desenvolvimento contêm o a ele- 
vado de expoente ímpar, e, portanto, que esses termos são 
negativos, para que se possa escrever 
(к-о)" = 2" Chas + Chain +... + 
+ (-1) k Chas" + .... + (= та" av 


três últimos serão respectivamente iguais. Temos: 
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6. Exercício. Desenvolver (т-а)%. 
Pela (IV) temos: 
(z-a) = 25— Gazî + 150224 200% + 155726 a'z--a* 


т. Exercício. Desenvolver (z + a) 

Temos que m = 5. 

Então o desenvolvimento terá 5 + 1 = 6 termos, 
Calculados os coeficientes dos 3 primeiros termos, os dos 


(к + 0)5 = 25 + 5az* + 100273 + 100%? + 5atz + aë 


8. Termo geral do desenvolvimento do binômio. | 
Chama-se termo geral do desenvolvimento de (х + a)" e re- 
presenta-se por 7, ао termo do desenvolvimento que está 
precedido de k termos. Então T, 6 um termo de ordem 
k + 1, cuja expressão, de acordo com a fórmula (IT), 6; 


T, = Cati w~ 


9. Exercfeio. Calcular о 5.º termo de (2 + a)*. 
Se 6 o 5. termo possui k = 4 termos que o precedem 
pela (VI) temos: 
Ta = СА afa* = 70 atst 


10. Soma dos coeficientes do desenvolvimento de 
(x + a)”. Fazendo na fórmula (ID т = a = 1, temos: 


(1+ D" = 1+ Ch + Ch + CB +... OUS 1027 


E dizemos que a soma dos coeficientes do desenvolvimento 
de (х + a)” 6 igual a 2". Exemplo: 

A soma dos coeficientes do desenvolvimento (х + a)? 6 
r4 = 128, о que pode ser verificado pelo exercício já feito 
n.º 4). 


11. Soma dos coeficientes do desenvolvimento de 
(s-a)”. Fazendo na fórmula (IV) z = a = 1, obtemos 


@-1)" = 1-0- CR. HOD C" (Cn 0 
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- E dizemos que a soma dos coeficientes de (2 — a)" é igual 
_ B zero, Ar que a soma dos coeficientes dos termos de ordem 
ímpar é igual à soma dos valores absolutos dos termos de 
ordem par. Exemplo : 

A soma dos coeficientes do desenvolvimento de (z — a)? 
6 nula. E a soma dos coeficientes dos termos de ordem ímpar 
6 igual à soma dos módulos dos coeficientes dos termos de 
ordem par, que é igual a 32. (Ver exercício n.º 6). 


12. Lei recorrente da formação de termos. De acordo 
com a fórmula do termo geral, temos : 


Тыз = AE gei 


т! 


(Еу! epit ret 


Ana 


E 
BW т "гсш ° | 7m 


13. Termo de coeficiente binominal máximo. De 
acordo com a fórmula do N.º 12, os coeficientes são crescentes 
desde que: Б 1 

m-k Е 
Pr >1 ou k<” AY 


Exemplo: Os termos de (+ a)* serão crescentes desde que 


6-1 1 
ا‎ ou k<2; 


Logo o termo de coeficiente máximo corresponderá a k = 2 
(8.º termo) e será, substituindo na fórmula do n.º 12: 


Tan = Та = С} a? a! 20 a? a? 


14. Exercícios para resolver. 
Efetuar os produtos seguintes: 


1) G-F1) (2+3) (2-4) (245) 
2) (2-2) (2+1) (+4) 


DER E tete 
/$ 758 4335 

5) (8-2) X E 

O at 8 5 Gy (6-7 


13) Calcular o 3 termo do desenvolvimento de (254 - 32)" ave- 
dose quo eme desenvolvimento possul 7 termos. 

12) Coletar o 4* Amo do (+32) ° З 

18) Calcular о 5.º termo de (a-+20)%. (9. Filio еко. - 1079 

14) Calcular o termo médio de (z+ V3)4. 

15) Calcular os dois termos do meio de (2z + 2)- 


16) Calcular a soma dos coeficientes de (z-+y)*. 
17) Calcular n soma dos coeficientes de (= — y)”. 


18) Calcular в soma dos coeficientes de (5z +2y)4, 
(U. Gama Filho — 1972), 


19) Sabendo-se que a soma dos coeficientes do desenvolvimento de 
(z+a)™ 6 2048, achar m. 


20) Sendo 1 024 a soma dos coeficientes do desenvolvimento de (3 +1)", 
calcular m. (E. Flum. Engenharia - 1959 o U.E.G. - 1972). 


21) A goma dos coeficientes dos termos da ordem impar de 10 
Qual à soma dos cocfiolentes dos termos da ordam gari! º 


22) A toma dos coeficientes dou termos do ordem fmpar de (s ~a)" 6 04, 
29) A soa dos vales buts dou есейе doe armos do ordem y 
par da desenvolvimento de meae d Ta Clan 
ME oic enc den 
үө түн 
ED” (#- o (m+ 
(Е. P. C. Aeronáutica — 1959). 


20 OE termo de cosfidaníe máximo dos Басе (ataie 
+a)": 


26) Calcular o malor termo no desenvolvimento de: 
ases ads 
(+3) e (+$) 
10 


27) Calouler m e a para que o 8º termo de (z-c)" seja дан, 


(Unificado Engenharia GB - 1977). 


29) Calcule o termo em z* do desenvolvimento de (2° + L) 
1 (Fac. Eng. UEG - 1904). 


30) Calcule o termo do e оиоіа de (222+y)º gm que.os expo- 
entes de z e y sejam iguais. 
(U. Fluminense — Engenharia — 1900). 


PERO 
81) O 7.º termo do desenvolvimento de ( —- — é 
) яо E ) 
(E. Flum. Eng. = 1957). 
32) Calcular o termo de maior coeficiente no desenvolvimento de 
(Va + yy 
amz. - wr). 
33) Determine o termo independente de z no desenvolvimento de: 
ism 
(7*2) 
(UGF - 73). 
34) Sendo iguais os coeficientes do 3.º e do 8.º termos do desenvolvimento 


de (a-Fb)", o valor de 
(E. Eng. UF Est. Rio - 1903). 


a 
35) Dé o termo de ordem 2n- do desenvolvimento de (z - D) - 
(Fac. Eng. UEG - 1963). 


36) Qual o valor da soma: 


а, (E)! e, ("+ et (2) +08 2)" 
a) 210 b) 2-19 c) 0 d) é impossível calcular 


е) nenhuma das respostas anteriores 
(Instituto de Física — UFRJ – 1900). 


37) Calcule o termo independente de z no desenvolvimento de 


(+5) 
(U.E.G. - 1972). 


38) Escreva o desenvolvimento de (r--a?)", sabendo que a soma dos 
coeficientes do desenvolvimento é 64. 
(Engenharia - 1066 - GB). 


1) z*--18:*--5927? -1072--60 

2) 2+32 - 02-8 

3) a +êa 4-162 --202* + 150? +6a +1 

4) a* - 15а*+-90а* – 27003 +4050 - 243 

5) 2723 - 647-962 - 8 

6) 1--182-- 13572 --54023--1 21524--1 45828-72029 
7) ан + бат + Gatm? + Дбайте + Ême 

8) 4 Y2 - 40z--80 25 - 16022480 VIz- 8224 
9) 8z Y2 (2942) 

10) 4z +802" +5 


11) 18058 14) 182º 19) m=11 


15) 200228 o Bata? 20) m=5 
„у 22 16) 256 21) -512 

3 17) zero 22) m=? 
13) 80abt 18) 74=2401 23) mes 


45; 495. (Sugestão: Calcular T, e fazer o expoente de s Igual 
20) o 61512 а zero). A T 


25) meus e 4820826 (Ler No 13). 

26) 100 33 (бирелә: Baseado no N.º 12 calcular Тыз = Tu 0226. 
Se temen кшн КАМЕ free t M 
log, he o Ts =100 8) EA 


27) m=5 cam + E (Sugestão: Calcular is. Fazer о expoente de ғ 
igual a 3 e о restante igual a 0, 

28) 120 

29) 448г 
30) 672a*y* 
31) 210b/a? 
32) 25210 
33) $4 

34) 9 


35) у Qn) (0042). 3 


36) 2-10 37) 20 
38) 28-+60278-+150tz4 +200623 -- 152522 --6a! 0z +a12 


CAPÍTULO VIL 


* 
Determinantes. Sistemas lineares 


1, Origem da teoria dos determinantes. A teoria 
dos determinantes teve sua origem nas pesquisas iniciadas, 
no fim do século XVII, por Leibnitz, na Europa, e Seki Kowa, 
no Jap&o, com a finalidade de simplificar as trabalhosas eli- 
minações necessárias à resolução de um sistema do primeiro 
grau com m equações e п incógnitas. 

Apesar de ter sua origem em um problema da Algebra 
Elementar, do qual já tomamos conhecimento no Curso Gi- 
nasial, a teoria dos determinantes desenvolveu-se a tal ponto 
que constitui hoje um algoritmo de grande importância na 

temática pura e aplicada. 


2, Matriz retangular. Chama-se matriz retangular de 
m linhas e n colunas ao conjunto de mn números ou letras 
dispostas em um quadro de m linhas horizontais e n verticais. 
Os mn nümeros ou letras consideradas denominam-se 
elementos da matriz. 
, Representa-se uma matriz retangular de mn elementos 
assim : 


onde os índices inferiores dos elementos indicam as ordens das 
linhas e os índices superiores, as ordens das colunas, 


3. Matriz quadrada. Quando uma matriz retangular 
tem т=п, isto é, o mesmo número de linhas e colunas, diz-se 
que se tem uma matriz quadrada de n? elementos ou de ordem n, 
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Chama-se fila de uma matriz quadrada, indistintamente 
uma linha ou coluna. 


Chamamos de filas paralelas as linhas ou colunas, sepa- 
radamente. 


Chama-se diagonal principal de (I) à sucessão dos ele- 
mentos 
di a ab... dn a 
cujos índices inferiores e superiores são iguais, 


Sempre que efetuarmos inversões sobre os elementos da 
diagonal principal tomaremos o agrupamento (II) como per- 
mutação fundamental, 

Chama-se diagonal secundária à sucessão dos elementos 


at "3... ant, о 
cuja soma dos índices 6 n+1. 


4. Determinantes. A toda matriz quadrada de núme- 
ros associaremos um número; a toda matriz quadrada de 
letras ou letras e números associaremos um polinômio ou 
número. Ao polinômio ou número associado a uma matriz 
quadrada, mediante certas normas, chamamos de determinante, 

Isto é, chama-se determinante da matriz quadrada (I), ou 
simplesmente determinante de ordem n, à soma algébrica dos 
produtos, dos elementos de uma matriz quadrada de л? ele- 
mentos, obtidos, permutando-se de todos os modos possíveis 
os índices superiores dos elementos da diagonal principal, 
fixados os inferiores, e admitindo-se que esses produtos sejam 
positivos ou negativos, conforme os índices superiores de seus 
fatores formem uma permutação de classe par ou ímpar, res- 
pectivamente. 

Podemos representar um determinante de ordem n pela 
sua própria matriz quadrada, assim : 


А 
© nesse caso usamos as expressões linhas, colunas, filas е diago- 
nais de um determinante, 


5. Observações. Do exame da definição e da notação 
de determinante podemos tirar várias conclusões. 


1.) O determinante de uma matriz quadrada de n? elementos 
ou de ordem n tem n! termos. 

2.) Um determinante tem tantos termos positivos quantos 
negativos. 


De fato, como conseqüéncia do teorema de Bezout, temos 
que o nümero de permutagóes pares de n elementos 6 igual 
во de permutações ímpares, logo, pela definição, o número 
de termos positivos e negativos 6 o mesmo. 

3.*) Cada termo de um determinante possui um e um só ele- 
mento de cada linha ou coluna da sua matriz quadrada. 

4.) O determinante podia ser obtido, também, fixando-se, 
ao contrário, os índices superiores e permutando-se de 
todos os modos possíveis os inferiores. 


6. Determinante de segunda ordem. Seja o deter- 
minante de segunda ordem 
i a 
aa 
Am 
14 


De acordo com a definição (n.º 4), calcularemos о A efe- 
tuando a soma algébrica dos produtos obtidos, permutando-se 
de todos os modos possíveis os índices superiores, fixados os 
inferiores, de al ай. 

Como só existem duas permutações a] a4 е aj al, temos: 

Ad d -a a 

E podemos dizer que, calcula-se um determinante de 2.* 
ordem, efetuando-se a diferenga entre os produtos dos ele- 
mentos da diagonal principal e secundária. Exemplo: 
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Calcular o valor do determinante 


3-2 
-X1-(-2X2)-7 
BA 


7. Determinante de terceira ordem. Seja o deter- 
minante de terceira ordem 
аа aj 
^-| daa 
а o di 


Permutando-se de todos os modos possíveis os índices 
superiores da diagonal principal: aj a aj. 
E, de acordo com a definição de determinante 


A aj а} dj - al а} 2+0 ai а} - af ар а aaa 


8. Regra de Sarrus(*). Para se calcular um determi- 
nante de 3," ordem repetem-se ns duas primeiras colunas à 
direita da terceira, ou as duas primeiras linhas abaixo da 
terceira; a seguir somam-se os produtos dos trés elementos 
da diagonal principal e das paralelas a ela e subtraem-se 08 
produtos dos elementos pertencentes à diagonal secundária e 
às suas paralelas. 


а dj ai 


Em qualquer dos dois casos obteremos para A o valor 
encontrado no n.º 7. 


(5) P. Bannon, 1798-1881. 


Ls É SUC CANT db LE 


9. Exercício. Calcular o valor de 


Д = 3.3.1--1.4.34-2.2.1-2.8.8-8.4.1-1.2.1 7 


10. Observação, Um determinante de 3.º ordem pode 
ser obtido facilmente, na prática, sem a repetição de linhas 
ou colunas. 


11. Determinante de ordem superior à terceira. Es- 
tudamos a maneira de calcular um determinante de 2.º e de 
3.* ordem. Para o cálculo de um determinante de 4." ordem, 
que possui 41 = 24 termos, ou de ordem ainda maior, não 
existe uma regra prática. 

. . Estudaremos, n seguir, propriedades e teoremas t- 
mitirão o cálculo de um determinante de ordem maior do 
que 3, reduzindo em muito o trabalho do cálculo desses deter- 
minantes com auxílio da definição. 


12. Propriedades dos determinantes. 


1.) Um determinante não se altera quando se trocam as linhas 
pelas colunas correspondentes. 
Com efeito, essa troca equivale a permutar os índices 
Enn fade е Superiore, ao contrário do que diz a 
ção (n.º 4). E pelo que vimos na 4.* obse "5 
nio influirá no valor do determinante. же 


25) Pea os elementos de uma fila sdo nulos, o determinante 
nulo. 


De fato, se de acordo com a 3.* observação (n.º 5), cada 
termo do determinante possui um elemento de cada fila, então 
todos os produtos do desenvolvimento do determinante têm 


um nem е e, portanto, o determinante é nulo, pois seus 
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3.2) Multivlicando-se ou dividindo-se todos os elementos de uma 
jila por um número, o determinante fica multiplicado ou 
dividido por esse número. 


Realmente, pela mesma razáo da propriedade anterior, 
multiplicar ou dividir os elementos de uma fila por um número 
equivale a multiplicar ou dividir todos os termos do determi- 
nante por esse número. 


HS) Um determinante muda de sinal quando se trocam os ele~ 
mentos de duas filas paralelas, conservando-se a ordem de 
seus elementos. 


Com efeito, isso corresponde a trocar dois índices supe- 


- riores ou inferiores, em cada termo do determinante, о que 


acarreta a mudança de classe de cada permutação e, portanto, 
do sinal de cada termo e do próprio determinante. 
Бл) Um determinante que tem duas filas paralelas idênticas 

6 nulo, 

De fato, seja A o valor deum determinante que possua 
por exemplo, duas linhas iguais; se trocarmos essas duas 
linhas, o determinante não se altera, mas, pela propriedade 
anterior, ele trocou de sinal, logo 


A=-A.. A=0 


6.) Um determinante que possui duas filas paralelas propor- 
cionais 6 nulo. 


Com efeito, seja um determinante que possua duas filas 
paralelas proporcionais ; multiplicando uma delas por um 
número (m>*0), coeficiente de proporcionalidade das duas 
filas, elas ficarão iguais, e, se são iguais вв duas filas paralelas, 
pela propriedade anterior, o novo determinante é nulo. Então, 
de acordo com a 3.º e 5.º propriedades, temos : 


mA=0.'. A=0 
13. Menor complementar de um elemento de um 


determinante. Chama-se menor complementar de um ele- 
mento a! de um determinante A de ordem n, ao determinante 


Determinantes menores 


25 ordem n- 1, que se obtém suprimindo-se, em A, a linha 

le ordem r e a coluna de ordem e, que se rej s 

oce , 9 presenta por А',. 
O menor complementar do elemento aj de 


14. Complemento algébrico de um elemento de um 
determinante. Chama-se de complemento algébrico de um 


elemento a; de um determinante A ao seu menor comple- 
mentar com о sinal mais ou menos conforme r + s seja par 
ou ímpar, respectivamente. E indicamos assim Af. 

Assim, no exemplo do n.º 13, o complemento nlgébrico 
de aj 6-4 = Ai, pois а soma das ordens da linha e da 
coluna de aí 6 (араг. 


15. Exercício. Achar o 1 і 
A Peri complemento algébrico do ele- 
123 
456 
тво 


А = 


O menor complementar de 6 “|; 2 |-в- 4--6 


1 
4. 
O menor complementar veio precedido de sinal - porque 


6 pertence à 2. linha e 3.º coluna e, portanto, a soma das 
ordens da linha e da coluna de 6 6 fmpar. 


O complemento algébrico será : -| MED 


16. Teorema. A soma dos termos de um determinante 
A, que possuem о elemento al, de sua primeira linha e primeira 
coluna, é igual a а A", onde A”, é o menor complementar de al. 
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Com efeito, cada termo do determinante, que possui ai 
como fator, é obtido multiplicando al por um e somente um. 
elemento de cada fila, isto é, multiplicando a] por um termo 
de seu menor complementar. E, o sinal de cada termo do 
determinante que contém ai, é o mesmo que o do produto 
obtido, multiplicando al pelo correspondente termo de 41, 
pois os grupamentos constituidos pelos elementos dos termos 
de A que contém al são permutações de mesma classe que as 
permutações dos elementos constituidos pelos termos de АЛ. 
(Verifique, por exemplo, o aluno о desenvolvimento de A do 
n.º 7 e o desenvolvimento de A'i de Д). 


17. Teorema. А soma dos termos de um determinante 
A, que possuem ap como fator ¢ igual a (= 1)+ a; A'f, onde 
A'! d o menor complementar de ar. н 

De fato, o elemento а? pode ser colocado na primeira linha 
e primeira coluna, isto é, no lugar de aj, mudando-se a posi- 
ção da linha r para а primeira linha mediante r—1 trocas 
sucessivas, mantendo-se, porém, n posição relativa das demais $ 
a coluna s pode passar pai primeira coluna, também por 
meio de s— 1 trocas sucessivas, mantendo a posição relativa 
das outras colunas. 

Como a cada troca de 2 filas paralelas corresponde uma 
troca de sinal de A (n.º 12, 4.º propriedade), então o valor 
do novo determinante que tem a; como elemento da primeira 
coluna é igual а: 

A (AA, A= (- 092. Д 


Mes, r +2-2 0 r+s são de mesma paridade, então 
м (-1)* A =(-1'#. А 
Como, de acordo com o teorema N.º 16, a soma dos 
termos de A’ que contém a; 6 a; A”, logo, а soma dos ter- 
mos de A que contém a; é: 
(reas Ат = af А, 


18. Desenvolvimento de um determinante, segundo 
os elementos de uma fila. Teorema; Um determinante é 
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¡q (q q9 A Бере AA 


нош, s elementos de uma fila pelos respectivos 


Este enunciado nad: i 
diu 9 vo de Lope бо Чо Wm caso particular 


Seja o determinante 


Consideremos os termos que contêm os fatores a! (s = 
e coloquemos esses elementos em evidencia. d ond 


p d Р 108: 
= а kitar о... b ap ks 


onde kı, Ка .... k, representam as expressóes onde n&o 


aparecem ов elementos a. (Não i 
trariaria a definição de FA eid pç (тне (uu 


Mas, de acordo com o teorema anterior, podemos escrever : 
De(- Das 192 d A24... (чн оде 

Реа At +o A+... aa qv) 
E fica demonstrado o teorema, 


ou 


19. Exercício. Desenvolver o dete 


os elementos de sua primeira coluna TUN ID di qnas 
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o primeiro determinante é nulo (duas primeiras 
proporcionais), então : 
= 0—2(24) + 0 + 1.(6 6 + 12) = – 48 + 12 = —36 
` 20. Propriedades decorrentes do desenvolvimento de 
determinante segundo os elementos de uma fila. 
| Se os elementos de uma fila são nulos, exceto um, o deter- 
minante é igual ao produto desse elemento pelo respectivo 
complemento algébrico. 
De fato, so na expressão (IV) considerarmos todos os 
ntos da linha r nulos menos um, ar, por exemplo, temos 
D = aL A+ OLAT +... + 0.47 = a Ar 
.) A soma dos produtos dos elementos de uma fila de um deter- 
minante pelos complementos algébricos dos elementos corres- 


pondentes de uma fila paralela é nula (Chamado teorema 
de Cauchy)(*). 


Desenvolvendo um determinante D, de ordem m, pela 


Ded Ar + dr Artes А7 
Substituindo-se, nesta última expressão, os elementos da 
linha r pelos elementos da linha p temos : 
D = аА + a 4? +....+ a 4? =0 
pois efetuar a substituição dos elementos a; por ар (s = 1,2....п) | 
equivale a admitir que D possui duas linhas iguais e, portanto, 
que é nulo (n.º 12, 5.* propriedade). 


8.º) Se os elementos de uma fila de um determinante D são 
somas de m parcelas, o determinante pode decompor-se numa 
soma de m determinantes, obtidos, substituindo-se a fil 
composta de m parcelas sucessivamente por filas constitui 
de parcelas de igual ordem. 

Seja o determinante D, cuja primeira coluna, por exem- 
plo, seja constituida pelas somas de m parcelas. 
POTETE IU 
respectivamente. 

(®) Cavour, grande matemático. 1789-1857. 


m Desenvolvendo D segundo os elementos da primeira co. 

D= (oi +o A b EE desse D) 4b +... + 

+ Gs + +... AT 

D = (d AL A +...+ ak 4) + f 4F hf A 

FAN bus MALA BA +...+ AD) 

“onde cada soma entre parênteses representa um determinante, 

cuja primeira col 6 cad: H 

| l* coluna de DA os Et e and 
z+y+1 12 212 12 1d 
z-yl21|2|z21 +1021 + 121 
Ay 1 9.1 231 081 131 

4.º) O valor de um determinante não se altera quando se somam 


aos elementos de uma fila, os elementos de outra fil 
multiplicados por uma constante. Pera fila muralla 


Seja um determinante D 


Multiplicando a 2.* coluna por т e soman: 
com a 1.* coluna, temos: E д кы 


1 
ai + mai 


o | que, de acordo com a propriedade anterior é igual a 


a ж 
a а....а а. 
а 


“O valor de um determinante não se altera, quando se зотат 
aos elementos de uma fila, uma função linear dos elementos 

correspondentes de outras filas paralelos (conhecido como 
teorema de Jacobi). 


De fato, é uma consequência da propriedade anterior. 
6.º) Um determinante é nulo, se os elementos de uma fila são 
— combinações lineares dos elementos correspondentes de filas 

paralelas. 

21. Aplicações. O teorema n.º 18, assim como suas 


ns ), tem grande aplicação no cálculo dos 
determinantes. Exemplos : 


_ 1.9) Calcular o determinante D, reduzindo-o, antes, a um 


determinante que possua todos elementos de uma fila 
nulo, exceto um. 


1 2 8 
D=|41 22 85 
0 2 1 


Multiplicando a 3.* coluna por —2 e somando com a | 
2.*, temos: 
1-4 8 
D=|41-48 35 
0 0 1 


E de acordo com a 1.º propriedade (n.º 20) obtemos: 


1-4 
D= +1. = + (-48 + 164) = 116 
41 -48 


2.º) Provar que o determinante D 6 múltiplo de 9, sem de- 
senvolvé-lo. 


252 
D=|12 6 
878 
Somando à 3.* coluna a 1.* multiplicada por 100, e a 


2.* por 10, o determinante não se altera (5. propriedade, 
n.º 20). 


4 
Dividindo os elementos da 3.º coluna por 9, temos: 


2528 
12 14 
7 42 


E, portanto, D 6 múltiplo de 9. 


D=9x 


22, Abaixamento da ordem de um determinante, 
O abaixamento da ordem de um determinante D consiste 
em achar um determinante D'=D e de ordem menor do que 
a de D. 

Pode-se transformar um determinante de ordem n em 
um outro, de ordem uma unidade menor, reduzindo todos 
elementos de D a zero, exceto um deles. 

Ver aplicação 2, n.º 21 

Pode-se, também utilizar a regra prática de Chió(*), no 
caso do determinante ter um elemento igual a 1, ou tornando 
um de seus elementos igual a unidade. Neste caso a regra 
de Chió 6 muito útil para baixar a ordem do determinante, 


23. Regra de Chió. Um determinante D, que possui um 
elemento a; = 1, 6 igual в um determinante, obtido supri- 
mindo em D a linha т e a coluna s, e substituindo os elementos 
restantes pela diferenga entre eles e o produto dos dois termos 
que estejam nas filas suprimidas e que pertençam & linha 
е a coluna do elemento considerado. Esse determinante obtido 
deve vir precedido do sinal + ou — conforme r--s веја par 
ou fmpar, respectivamente. 

Seja um determinante D, de ordem n (N.º 4-III) e 
seja a; — 1 um de seus elementos, 


(9) Сиб. Professor de Matemática. Século XIX. 
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2 
а a 
Med 
a o 


a, d. a; 


реша... а 
i 
| 


Multiplicando a primeira, segunda, ... 
respectivamente por 0,0; a 


E, de acordo com a primeira propriedade (n.º 20), obtere- 
mos: 

ala... al... di a; а 
D -(-1y* эн 


aa a 
que nada mais é do que a regra de Chió, no caso particular 
de а, = 1. 


Determinantes 


н 24. Exemplo. Reduzir, pela regra de Chió, o аа. 
nante D a um determinante de 3.* ordem. 


Consideremos o elemento a; = al = 1; de acordo com 
a regra de Chió, temos: 


2-5 5 -13 -9 7 
Dens - a -12 5.4 
2 . -3 0-1 


25. Exercícios resolvidos. 


1) Mostrar, sem desenvolver, que o determinante D é nulo. 
| H -3 -2 
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Do fato, os elementos da terceim coluna são iguais A soma dos ele- 
mento das duae primeiras, o, portanto, D é pulo (6º propriedade, 
п» 20). 
2) Mostrar que todo detarminanta formado eom O termos consecutivos 
вйсеввйо 1, 2, 3, 5, В, 13... 6 nulo. 

(Eso. N. Engenharia ~ 1089). 
Com efeito, o determinante formado por 9 termos consecutivos da 
sucessão dada tem evidentemento os elementos da 3.» coluna iguais 

À soma dos elementos das duas primeiras o, portanto, pela б^ pro- 


D 


. Priedade, n^ 20, é nulo, 

8) Desenvolver o determinante 
a 1 1 
a Hes 1 
a 1+ 


Empregando sucessivamente а 1.* propriedade, n.º 20, temos: 
wo 0 


26. Exercícios para resolver. 
Calcular os determinantes: 


021 2 | z-y z 3) з 
3 


lada 
1b ba 
1 
43 


5) 15 3 15 [D 2 n|2-11 
ў 215 2|- ; TAE ИНИ 
7 9-3 6 184 


8) Calcular, sem uso das tábuas: 
1 


1 
lg? 1070 05700 | 
Qog7)? (08 70)2 (log 700)? 
(E. Р. C. Aeronáutien ~ 1958). 
9) Calcular: 
43101 17| |1 00| |230| |300 124 
5 72-20 |+|1 23|4|210|4|321|4| 8 61 
38 29 37| |4-12| |340] |311| [-1-23 
(Colégio Aplicação = F. N. Filos. = 1952). 
1 : 4 5-3 
10) Resolver a equação: i zi 
a 10 
(UEG, - 192. 
11) Verificar a identidade: 
1 
HE b и = (a +b +c) (a-b) 0-0) (e-a) 
lec 


(Eso. М. Engenbaris — Complementar — 1987). 
12) Qual a prapriedade que justifica a igualdade: 
3-1 01 [0-7-9 
|17 5 s|- НЕ 13 H 
(Eee, Aeronáutica — 3 Ano E, Р. С. — 1981). 
18) Quantos termos tem um determinante de Б^ ordem? 


14) O valor de um determinante é 36. o valor, multi- 5 de valor do determinante: 
{ isarmos к ш primeirs Ma por $ e diva КК КОЛ к жие 

ше por DT. f | sendo abc з O 
. 15) Reduzir à unidado todos os elementos da primeira linha de: 


8. 2.4 
1 308 ^ 
15 2 


(Ec. Eng. UF - Ext. Rio - 1063). 


16) Redusir a números Inteiros o determinante: 


b. - 8 
17) О valor do determinante к | 1% | 


jrisa 4 
3.3 * X P 
2533 |. 29) O valor do determinante 
imd 4 Л а 1 0 y 
(МАСК = 73 = В.Р). q iw 
18) Demonstrar a identidade: | v4 vrns вт. 
A и 2 а 1 29 21| 30) Calcular o determinante: 
ж уурт 1 y y a 
E] 155 1 авв 
(Eso. Asrondutios - 8* Ano, E.P.C. — 1951), abc 
к | Ett N. Engonharia = 1951). 
i (Enc. pr Pe h; 
OEE 
4| = : PA E 
Id ds зу Calculo: M 
4 44 5 aa 4а? On 
(Bae. N. Водица - Conplsaentar = (E. М. Eng. = 1959 e VEG. - 1072), 
22) 128 4 " 
HEC EP р 32) Estabeleça а relação que deve existir entre a e b para que seja nulo 
13 14 15 16 [р о determinant , 
z 20 1 
20| 12 8 1 4 é d 9.2 
2 3 2 83|- | 0 3 6 0 
8232 > 0 0 2 
13.21 (Engenharia - 1966 - GB). 
(U.F.G. - 1972). (Е. P. C. Aeronáutica — 1960). 


33) Resolvendo a equação 
| logro z log; 10 log, 10 


10 o 1 
1 


^ 
tem-se que: 


(UGF - 73). 
34) Resolver a equação em z: 


"Мм ы 
a) z =b? (a-c) b) а =(b-0) (e-a) 
©) z = (b-a) (e-a) d) z = (c-b) (a-c) 


e) z -(b-c) (a-b) (CICE - 1998) 


RxsrosTAs: 


1)-2 90 12) Ver n.º 20, 4. prop. 
— 7) 0 18) 51 
Nr M 82 14) 8 
3) (a- 00-9(- o) 9) 10 15) Ver n.º 12, 84 prop. 
8); e0 1 18) Ver n.º 12, 3^ prop. 
D 1 
E so ss 17) - 2 
18) Multiplica as linhas do 1.º determinante por 2, y 6 2, respectivamente, 
B. Após divide a 1.4 coluna por туг. 
194 24 20 220 23) 0 24) 15 
А 1 ас __ 
ЕЕЕ FR 


mM z2( - 9(e- a) 28) Ver nº 21, 2º 
29) a - 3221 30) a(b- аса - 
31) 2аз 32) b = 2a 


| Bazsi ou a= 80) т=(с-Мв-‹) 


CAPÍTULO УШ 


Sistemas de equações lineares 


1. Definições. Chama-se equação linear com n incógni- 
tas 71, 72 ..... Za, а toda equação da forma: 


вш + ® + ..... фа, = Ь [n] 
onde а;, оз, .... a, e b são constantes. А 
Se, em particular, b = 0 а equação (T) diz-se equação — 
linear. y 


Denomina-se sistema de equações lineares a um conjunto 
de equações da forma (I). 

Um sistema do m equações lineares com n incógnitas 
constitui o caso mais geral de sistemas de equações lineares, 
5 Consideremos um sistema linear de n equações e n incóg- 

tas, 


aim + aiza +... + efe, +... + aien = bi 
aim + aiza EP +... + aien m ba Р. 
ш + а +... + aln +... ш m b. j 


Chama-se solução do sistema (II) ao conjunto de n va- 
lores que é, simultaneamente, solução de todas as “equações 
do sistema. 

É O sistema (II) diz-se possível, quando admite solução ; 
impossível, quando não possui solução. 
Um sistema (II) linear, possível, diz-se determinado, 
. quando tem uma só solução; diz-se indeterminado, quando 
tem mais de uma. 
Dois sistemas dizem-se equivalentes, quando têm a mesma 


lução. 
Estudaremos, a seguir, uma regra que permite achar cada — 
_ valor da solução de um sistema da forma (П). 


Regra de Cramer | 1 33 


2. Regra de Cramer(*). Um sistema de n equações 
lineares com n incógnitas, cujo determinante formado pelos 
coeficientes dessas incógnitas é diferente de zero, é determi- 
nado, O valor de cada incógnita se obtém, dividindo pelo 
determinante dos coeficientes das incógnitas, o determinante 

е dele se deriva substituindo ordenadamente, os coeficientes 
incógnita a calcular pelos termos independentes conside- 
rados escritos no segundo membro, 

Com efeito, seja D o determinante formado pelos coefi- 
cientes das incógnitas de (II) : 


e seja N, o determinante que se obtém substituindo, ordena- 
damente, os elementos da coluna s de D (coeficientes de z,) 
pelos termos independentes bı, ba... b,. Esses determi- 
nantes chamam-se determinantes das incógnitas. 

2 


а 
d. 


a 
Designando por 41, 43, ... As ов complementos algébricos 
dos elementos da coluna s de D, e multiplicando as equações 
de (II) respectivamente por Af, 43 .... An, teremos: 


ai Aszi aA жз+...+аАш,+...+@Аж,=Ь„А 
Somando membro a membro essas equações, colocando 
as incógnitas em evidência, obtemos : 

(аана +... EAD nA HEAT Fn 
+...+(@1А!+а44+...+мАДх,+...+(@А1+@А:+...+ 
аА) БАТЫ А... БАА 

®) Cmauzm, matemático. Século XVIII. 


tando que o coeficiente de z, é o próprio determinante 
Г a de Laplace) e que os coeficientes das demais incóg- 
E (Teorema Cauchy), temos que & ültima igual- 


Dz, = Ai + А+... Б.А 
Como o segundo membro dessa equação é o determinante 
(Ш), então: 
Di, = №, 


Como essa última equação é válida para s=1, 2, ... п 
mos então escrever as n equações : 


av) 


IV) são combinações lineares 
portanto são equivalentes os 


Supondo então D з 0 a solução do sistema (IV) e, por- 
_ tanto, do sistema (LI) será constituída pelo conjunto de valores : 


Os valores das incógnitas em (V) constituem a represen- 
tação algébrica da regra de Cramer. 
Se as equações do sistema (II) são homogéneas N,=0 


| е os valores de zi, z2, ... Za São nulos. 


3. Exemplo. Resolver pela regra de Cramer o seguinte 


6z + 2y - 32 = 1 
z- y+ 2=2 
2z +20 - z=3 


40 — Regra de Cramer 


Calculemos primeiro o determinante D dos coeficientes das 
incógnitas : 


6 2-3 
D=|1-1 1|=6-644-6-124+2=-12 
2 2-1 е 
Como D # 0, o sistema é determinado 
1 2-8 
Nz-2|2-1 1|=1-124+6-9-24+4=-12 
8: 2-1 
6 1-3 
Ny-|1 2 1|=-12-94+2+12-184+1=-24 
2 8-1 
6 2 1 
Nz-|1-1 2|=-184+24+8+2-24-6 = – 36 
228 
Pelas (V), temos : 
М: Ni 
4. Exemplo. Resolver pela regra de Cramer : 
2r + 3y = 2 
2y + 22 = 1 
62+ t-3 
4-22 =1 
Temos : 
2 vo 230 
D=| 0 2 0|=36 Ne=| 1 2 2 -18 
0 6 1 зоб 
0-1 100 


Algebra — Segundo ano 


5. Sistemas lineares com т equações e п incógni- 
tas. Seja o sistema 

alta +... Falo, +... Һар, mbi 
-Faiz,. .. Ediz, ba 


Da matriz A, pela supressão de linhas e colunas, podem 
deduzir-se vários determinantes. 

Chama-se determinante principal do sistema (VI) ao deter- 
minante, náo nulo, de maior ordem deduzido da matriz. 

Se houver mais de um determinante satisfazendo a essas 
condições, escolhe-se arbitrariamente um deles para determi- 
nante principal. E sendo p a ordem do determinante principal 
é claro que p será, no máximo, igual ao menor dos números 
m ou n. E 

Como é sempre possível alterar a ordem das equações 
e das incógnitas, podemos escrever o sistema (VI) de tal 
modo que os elementos do determinante D, sejam os coefi- 
cientes das p primeiras incógnitas nas p primeiras equações, 
isto 6, de modo que 


As incógnitas, cujos coeficientes figuram no determinante 
principal, chamam-se incógnilas principais e as equações que 
possuam esses coeficientes se denominam equações principais. 
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Chama-se determinante característico relativo à equação 
de ordem r(r > р) ao determinante que se obtém contornando- 
ве ou bordando-se o determinante principal com os coeficientes 
das incógnitas principais pertencentes à equação de ordem r 
e com a coluna formada pelos termos independentes dessas 
equações principais e do da equação de ordem”r. 

Se o número de equações é igual à ordem do determinante 
principal, isto 6, se m = p (m S n) não haverá determinantes 
característicos, pois não haverá linhas para bordar o determi- 
nante principal; e dizemos que os característicos são nulos, 
Exod as linhas n&o existentes como se constituídas 

zeros, 


6. Discussão de um sistema de m equações com 
n incógnitas. 


Tzornma ри Коссні(*). Dado um sistema do m 
equações lineares com n incógnitas, onde p é a ordem 
do determinante principal : 


pcd eterni nete a 
o j terá uma so 

mado) sep crc ara нту ирем мү fede. 

) so p <n. 


Seja o sistema (VI) de m equações lineares com n incóg- 
nitas, e seja 


o seu determinante principal 


Consideremos o sistema formado pelas p primeira 
equações de (VI) e pelas m — p equações da forma: E,= 
obtidas fazendo-se $ igual sucessivamente a р + 1, p + 2 

y т— 1, m e sendo 
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onde os 1, da última coluna de E,, são obtidos fazendo-se 
еш һ=а ж+а{ za +...-аўт,+...+@т,„-Ьї=1,2,3,.... 
O determinante E, é de ordem p + 1. 
Provemos que o sistema (VI) 6 equivalente no sistema 
considerado : 


ET +... + aita = bi 
eem. mb, 


De fato, toda solução do sistema (VI) eatisfaz às p pri- 
meiras equações do sistema (VID, pois são também equações 
de (VD, e satisfaz às m— р equações E, = 0 de (VII), pois 
anula a última coluna dos determinantes E, — equações, 

Reciprocamente, toda solução de (VIT) sati jaz ао вів- 
tema (VD. Com efeito, toda solução de (VIT) verifica as 
p primeiras equações de (VI), pois essas p equações são comuns 
aos dois sistemas. Provemos agora que também satisfas às 
m — p outras equações do sistema (VI). Como qualquer solução 
do sistema (VII) verifica as p primeiras equações comuns 
aos dois sistemas, então essa solução anulará os p primeiros 
elementos da última coluna dos determinantes E, e, portanto, 
as equações E, = 0 se reduzem в: 


0 
0 
"ELI 
0 
a o... 
E pela 1* propriedade do n.º 20 (cap. ҮП), temos: 
4.D,=0 


Gar. Бах, +..+0z-d)D,=0 


Mas, sendo D, = O pois D, é o determinante principal 
de (VD, então: L = 0 


ou aimi +...+ @ш,+...+@ш„-Ь=0 


Teorema de Rouché 


ве, portanto, a solução do sistema 
m-p últimas equações do sistema (VD. 
Demonstrado, pois que os sistemas (VI) e (VID s&o equi- 
valentes, desenvolvamos 08 determinantes E, de acordo com 
3.º propriedade do n.º 20 (cap. VID. Temos # + 1 determi- 
nantes, pois os І da última coluna tem n-+1 parcelas. 


r ões. se p — n o sistema constituído pelas p 

(VID autistas também à эв equagtos de (УП) terá uma única solução, de acordo 

a regra de Cramer. Se p < n o sistema terk apenas р 

principais podendo-se atribuir valores arbitrários 

incógnitas e o sistema terá assim uma infinidade de 
será indeterminado. 

.. É, pois, verdadeiro o enunciado do teorema de Rouché, 


1 
а... aja al... ах, 


7. Exercício. Discutir o sisteina pelo teorema de Rouché: 


22+ у+=8 
4z - 2y +z = 5 
т-у =2 


A matriz dos coeficientes das incógnitas 6: 
ар 
4-2 1 
1-10 


d'ora, VID 
ч... b 


Pondo em evidéncia as incógnitas zi, 2...2, Zp... 
nos determinantes do segundo membro de (VD vemos que 
os determinantes coeficientes das p primeiras incógnitas são 
nulos, pois têm duas colunas iguais, e os coeficientes das А à 1 

tas 2541, 2512, ... Zu sho também nulos, pois ве D, é Não há característicos, isto é, são nulos (n.º 5), logo, o 
9 determinante principal, eles são determinantes deduzidos sistema é possível, e, como p = п = 3 o sistema tem uma 
E, da matriz do sistema (VD, de ordem maior do que p (defi- ó solug&o, 6 determinado. 
р; nigão de D,, n.º 5). 1 


Então (VIII) se reduz a: 


O determinante principal será: D, = 


B. Exercício, Discutir o sistema: 


- = 14 —* 
e | (zs: 
EB op... by (IX) 


2 Gi... by Para Ф=р+1,р+9,...т. 


Esses m — p determinantes do 2.º membro de (IX) s&o, 
como já vimos (n.º 5), os determinantes característicos do 
sistema (VI). 


Se um, pelo menos, desses característicos for diferente 
de zero as m - p equações (VI) não se verificam e o sistema 
Е e, portanto, о (VI), pois são equivalentes, não têm 
| solução. 

y Se todos os determinantes característicos forem nulos, 

E, será nulo e o sistema (VII) ficará reduzido às suas p pri- 


A matriz dos coeficientes das incógnitas do sistema 6: 
31 
5 8 
1-4 


‚-е%+1=0 .'. aml e ат tl 


; sistema dado é possível e como a ordem do 
е pes, at tema do incógnitas, 6 a 


e o determinante principal 6: =4 


3 


18 
O característico do sistema 6: |5 3 HE 
1-4 


logo, o sistema é impossível. 


10. Questões de concursos resolvidas. 
| Determinar o valor de m que toran compatíveis as equações simul- 
y E | s+ y- 3+6=0 


| Be o sletema tem uma э solução, reslvamos pela regra de Cramer, 
o sistema formado pelas suas irte primeiras equações Ñ 


Temos: D-1N,-21N,-1eN, 
e a solução do sistema 6: zl y= 1 o s=-1 
| 3) Aplicar o teorema de Rouché às equações: 


i y- 4+5=0 
@+ у- 2-0 
a+ôytm+i=o 
(Escola Militar — 1946). 
Do acordo som o teorema de Rouché, o sistoma ser compativl 
ве os determinantes característicos forem nulos. 


11 
51-4|--8 
1 


Desenvolvendo o determinante, temos: 
-24m-90-0 .. me-4 


2) Empregando o teorema de Rouché, determinar o parâmetro « de modo 
que o sistema 


b, o determinante Dy£O será o determinante principal 
z- y-0 1 qp rere Par depen aei aec 
2t ++ i 1 e como p=n=3 será determinado. 
ia 


ata +2 =1 E ЖЫК Mista psp ea do O 


л D HD IET 
m demitido o зве, ol мн da Chu pará a c vd * ^T as 


Se a=b, D=0 o determinante principal não 6 de За ordem. For. 
memos os determinantes de 2. ordem; 6 fácil de verificar que todos 
Чез são nulos. Então, tomemos para determinante principal do 


sistema o coeficiente do z na primeira equação, 
Podemos formar dois característicos: 


Бе a41, dı е da são diferentes de того, e о sistema será impossível, 
Logo, o sistema é impossível рага a=b]. 


Be am1, dy e da são nulos, o o sistema será possível, Como p=1 e 
n=3 (p<n) o sistema será indeterminado. 


O sistema 6, pois, indeterminado pars ambe. 


ll. Exercícios para resolver, 
Resolver pela regra de Cramer os sistemas: 
н 2 бт 43у – 22 0 


(Escola Militar - 1934). 

4) z+ y+ a+ (m10 
dr- y+- tm 4 

3e + 2y -da4 2m 3 

2z - dy + 3e — 3t m -9 

(E. P. С. Aer, = 1959). 


Discutir os sistomas, aplicando o teorema do Rouché; 


9) 2:-9y- 5 10) Pr y+ d= l 
(mid | zy 2:=10 
5є+7у + 102 = 38 

1) f2+3y- 1-0 12) [224394 4643-0 

z+ 2y +42 =0 Br+2y+ 5+4 =0 

z- 142 =0 Se +5y + 90+6 = 0 

(FGV - 73 - S. P). la +Ty+ 142 +8 =0 
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14) ано аба 5 
E 


Az + ôy +82 =-10 
18) Calcule os valores de a para que o sistema 
a+ y+2=0 
z-0yd4 2=0 
az- y- 2m0 
tenha solução diferente da solução z = reii E 
19) Podemos afirmar que o sistema de equações lineares 
( z- 2y +B = -4 


Se - 6y +7z=-8 6 impossível se: 
inci Aan aiai (CESCEM - 73 - В.Р). 


20) Dado o sistema 


I) Discutí-lo mediante o emprego do teorema do Rouchó, 


=: de b se tem tm5? 
1p Beo веш qu sale de (E. P. C. Aer. = 1959). 


21) Discutir e resolver, no caso de possibilidade, o sistema. 
kz+ y+ 


onde k é um parámetro real. 


22) Analisar, segundo os valores de a c b, o soguinto sistema de equações: 
z4y- г=-2 
22-уф 2= b 
-z-y+a= 4 


(ENQ - 1063). 
23) Calcule o valor de a para que as equações sejam compatíveis 
zy =a 
2-y =1 
ا‎ (ENE - 1964). 


24) Estabeleça a condição para que o sistema seguinte seja determinado: 
a + ay +8 =1 
bz руга 
?z + cy dora: 
Te p (Ем. Eng. UEG - 1964), 


25) Discutir o sistema [zt 
S ety me 
26) Se abedpi0 determinar p e q no sistema 
az + by =e 
pzdaqy-d 
de modo que ele seja Indeterminado. 4 
а. Т. А. = 1957), 
27) Discutir o sistema. (si y=0 
my+ 2=0 
2+т= 0 
(U.F.F. - 1971). 
Rzerostas: 
D-84 9) determinado 17) determinado: mpé-1 
2285 10) indeterminado impossível: me -1 


3) -201 11) indeterminado 18) 0 e -1 
91234 12) impossível 19) p = 10 e 94-12 


5128 18) determinado 20) a »4 0 determinado 

8) bo, -2ac, Sab 14) indeterminado в =0, b = 8 indoterminado 
T) a, 2, 2a 15) determinado û т 8 impossível 
81122 16) determinado Ш) b 100 


2) [кні ou ka-2 — TE 
[18 н determinado: s^ y = s = prs 
k - 2 impossível 
29 аит = determinado 
a = 1 impossível 


23) k=00k=3 
24) (a-b) (a-c) (b- c) 0 


à Indeterminado: 5- 5-5 2; impossível; 


27) indeterminado: т = -1; determinado: т з -1. 


CAPÍTULO IX 


Trinômio do 2.º grau 


1. Definição. Chama-se trinômio do 2.º grau a ex- 
pressão az? + bz + c (I) onde z é variável e a, b e c são cons- 
tantes, sendo а ғ 0. 

O valor numérico do trinómio y depende do valor de z, 
e escreve-se; у= az? -d-bz c. 

Os valores de z, para os qua y=0, chamam-se raízes 
ou zeros do trinômio. As raízes de (T) são as raízes da equação 


ох?+з+с=0. 
Decomj o do trinómio. Seja o trinómio 
PIN raro cujas raízes são diferentes. 
Colocando o fator a em evidência, temos : 
y- a(e+h2+2), 
somando e subtraindo 5 во trinómio entre parênteses : 


db ые 
у-«(е+ trt miti) 

Os trés primeiros termos do parénteses formam o quadrado 
do binômio z + 25; assim: 


yor Ee 
edema d 


ou 


Podemos escrever, para ^ > 0: 


v=[6+5)-(5)] 


Fatorando a expressão entre colchetes, temos : 


umo(2+ +52) (4-28) 


08) (а) 


Observando que os segundos termos dos parênteses são 
as raízes do trinómio, concluimos finalmente : 


y = a(z- z) (2-2) 
3. Variação do sinal do trinómio. Há 3 casos a consi- 
derar : 
1.º Caso: As raízes do trinômio são iguais, (A=0) 


A (ID ficará: y=a (2+ =) 


Como o fator quadrado é sempre positivo, para zs — b 


о trinómio terá o sinal de a para esses valores de х. nt 
2.º Caso: O trinómio não tem raízes, (A«0) 


A (ID terá a expressão entre colchetes igual à soma de 
duas quantidades positivas. Logo, a expressão entre col- 
chetes será sempre positiva, e o trinômio terá o sinal de a, 
qualquer que seja o valor de z. 


3.º Caso: As raízes do trinômio são diferentes. (A>0). 
` Podemos escrever: у=а [(z—zi) (z—25)] o temos: 
1.º) Para valores de z, exteriores às raízes, a expressão 


entre colchetes é positiva, pois os scus dois fatores 
€ о mesmo sinal, e o trinómio terá então o sinal 
lea. 
2.) Para valores interiores de z a expressão entre col- 


chetes é negativa, e o trinômio tem então o sinal 
contrário de с. 
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4. Resumo. 


1) A <0, y tem o sinal de a, sempre. k 
2) A=0, y tem o sinal de a para z ré = 73+ 
sinal de a. valores exteriores 
BAS, ello a e e 
para valores interiores. 


5. Variação do valor do trinómio. Será estudada no 


Cap. ХШ - N.º 44 a 51. 


6. Exercícios resolvidos. 


Estudar o sina] dos trinômios: Е 
-а-ы+ 
o) у= 5z? -2r +9 DES 
c) y=-2420+15 d) y=-30+2-2 
a) A = -176 « 0, logo, o trinómio é sempre positivo, pois a = 5 > 0 
e y têm sempre o sinal de а quando Д <0. é 
b) A = 0, logo, o trinômio será positivo. para qualquer valor de z 
diferente da raiz ~3 = 8 . 
¢) A= 04 >0, de acordo com o n.º 4, temos: 
y<0 para z«-8 ou 2» 5, e y>0 para -3<2<5 
й lo n.º 4 
= -23 < 0, logo, о trinémio £ sempre negativo, pois pel 
a Arn pe à Rad de 0, que 6 — 
2) Quando é que o radicando de Va? — 5z-F4 6 maior ou igual a zero? 


= 22-62 +4 tom suas míses iguais n 1 e 4, e 6 posi- 
Ошый de a) pare valores exteriores Аз raise. 


Logo, y 3O para z £1 ou zà 4. 
3) Calcular os valores de z, para os quals o trinómio y = - 27? 2-1 
$ negativo. 
y <0 pars qualquer valor de z, pols A = ~7 <0 e nesse caso y 
tem sempre o sinal de a = ~2 <0. 
3 = 0. 
4) Resolver – 422 + 122-9 <0 e – 222 +2-5> 
Veiis tinta 16 etica: arm raro de ari pila A «0€ 
— A 21,5 (Ver n. 4). A segunda inequação 6 impossível, pois 
como М imeiro mem- 
-- =-2<0, pelo nº 4, o prim 
ioo А apro hegativo. Logo, não hå valor de z que satisfaga 
a segunda inequação. 


Trinómio do 2.2 grau 


9. Exercícios para resolver. 


Decompor em fatores do 1.º grau: 

1) 22-112 +28 3) 6-61 5) 1222 -172 +6 
2) 22-32-28 4) -23 80-1 6) -22-4-7:-8 
Estudar a variação do sinal dos trinômios: ^ 

7) 22-827 8) -413 122-9 — 0) 20943047 
Resolver as inequações: 


10) 2º + 14z +49>0 12) -2z? 3-60 14) 2-9 +18 >0 
11) 22-10225 «0 13) 32%-424+3<0 15) z'-4z-5 «0 


CAPÍTULO X 


Nümeros reais e complexos 


1. Noções elementares sobre conjuntos. À noção de 
conjunto é, muitas vezes, considerada como o conceito funda- 
RxsrosTas: mental da matemática, 


É, todavia, t&o simples e táo usual que, comumente, 

1) G-7)2-4) 3) (àz- 122-1) 5) (4z-3)82 - 2) nem ao menos chegamos a imaginá-lo. ý y 

2) Qno O 4) (01-22) - 1) 6) (8-2X22-1) | É uma das noções mais úteis para definir uma série de 

7 ¡Positivo para valores exteriores a 1 o 7 o nogativo para ов valores outros conceitos, que devem ser estudados no terceiro ano 

pen idos entre 1 е 7. colegial. 

de Е Балаш рма т sé 1,5 9) Sempre positivo. Consideraremos um conjunto como um conceito primi- 
Iria К 12) qualquer valor дев М) z«30u2»6 tivo, isto 6, um conceito que não se define. 

possfve 13) impossível 15 -1«z«5 Apresentaremos neste parágrafo apenas alguns exemplos 


de conjuntos, в fim de que possa o estudante familiarizar-se 
com esse conceito. 
Assim, podemos dizer : 
a) o conjunto de Estados do Brasil; 
b) o conjunto de pessoas nascidas no Brasil ; 
©) o conjunto de Estados do Brasil, cuja inicial de 
seus nomes 6 B; 
d) o conjunto das capitais dos Estados do Brasil, 
cuja inicial é D. 


Em cada um desses quatro exemplos dados, nós temos 
uma determinada coleção, que denominaremos de conjunto. 

Existe uma regra ou critério que nos permite dizer se 
um Estado, capital, ou indivíduo faz parte ou pertence a um 
desses conjuntos. E, se pertence ao conjunto, dizemos que, é 
um elemento do conjunto, e que o conjunto contém esse ele- 
mento. 

No conjunto do exemplo (a), podemos determinar o 
número de elementos que contém. 


Nogóes sóbre conjuntos 


No exemplo (b), náo podemos precisar o número de ele- 


mentos do conjunto. F 


O conjunto do exemplo (c) contém um só elemento (Bahia), 
e o do exemplo (d), evidentemente, não possui elementos (con- 
junto vazio). 

Daremos outros exemplos, para fixar idéiass 

1.º) O conjunto de alunos repetentes de minha turma. 


Todo elemento do conjunto tem de ser repetente e estar 
na minha turma. Qualquer outro aluno que não satisfaça a 
uma dessas duas condições não pertence &o conjunto. 


2.) O conjunto dos números inteiros. 


Para um número pertencer ao conjunto tem de ser inteiro. 
"Todos os outros números não são elementos do conjunto. 


ConcLusão: Dos exemplos que acabamos de citar, é 
importante observar que, quando dizemos a palavra conjunto, 
estamos pensando na regra ou lei que nos permita afirmar se 
um objeto ou número pertence ou não ao conjunto, isto é, se 
esse número ou objeto goza ou não das mesmas propriedades 
dos elementos do conjunto, e somente destas. 


2, Variáveis e constantes. Chama-se variável ao sim- 
bolo usado para representar um elemento qualquer, não 
especificado, do conjunto. 

Em geral, usamos as últimas letras do alfabeto para 
representar a varidvel. 

Chama-se domínio da variável ao conjunto de elementos 
representados pela variável. 

Assim, quando dizemos que a variável z representa um 
elemento de um conjunto X, o conjunto X diz-se domínio da 

zi 

Um elemento qualquer de X é um valor de z. 

E quando z é substituído por um valor, dizemos que a 
variável z toma esse valor. 


Denomina-se constante a variável cujo domínio tem um 
só elemento. 

“Indicamos, em geral, uma constante pelas letras a, b, c, k. 
Assim quando dizemos que k é uma constante entendemos 
que k pode tomar um único valor. 
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3. Conjuntos equivalentes. Correspondência é um con- 
ceito primitivo, não se define. 

Diz-se que entre dois conjuntos X e Y existe uma corres- 
pondência unívoca, no sentido de X para Y, quando a cada 
elemento de X corresponder um único elemento de Y. 

Diz-se que entre dois conjuntos X e Y existe uma corres- 
pondéncia biuntvoca, quando essa correspondência for unívoca 
tanto no sentido de X para Y como no sentido contrário, 
isto 6, quando a cada elemento de X corresponder um só 
elemento de Y, e vice-versa. 

Quando entre dois conjuntos X e Y existir uma corres- 
pondéncia biunívoca, dizemos que esses conjuntos são egui- 
valentes. 


4. Números racionais. Já conhecemos do curso pri- 
mário e das primeiras séries ginasiais, os números inteiros e 
fracionários, positivos e negativos. Esses números, que são 
chamados racionais (absolutos ou relativos), constituem o con- 
junto ou o campo dos números racionais. ч 

Nesse campo, as operações de adição, subtração, multi- 
plicação, divisão com divisor diferente de zero e potenciação 
de expoente inteiro são sempre possíveis. 


5. Números irracionais. Quando estudamos a extração 
da raiz quadrada de números naturais que não eram qua- 
drados, sentimos a necessidade da criação de outros números 
chamados irracionais ( V2, V5, ҮЗ,...), que constituem 
o conjunto ou 0 campo dos números irracionais. b 

No campo desses números, já estudados no curso ginasial, 
são sempre possíveis as mesmas operações dos números racio- 
nais, e mais ainda & radiciação ou potenciação de expoentes 
fracionários de números positivos. 


6. Números reais. Consideremos o conjunto dos nú- 
meros racionais e separemos seus elementos em duas partes, 
tais que: 

1) todo número racional pertença a uma e só uma dessas 

partes ; 

2) todo número da primeira parte seja inferior a qualquer 

número da segunda parte. 


Números complexos 


números racionais ou no campo racional. 


Todo corte no conjunto dos números racionais define 


um número real, que será racional se o elemento de 
separação das duas partes pertencer ao conjunto dos 
números racionais e será irracional em cago contrário. 


Exemplos : 


1) Se dividimos o conjunto dos números racionais em 
duas partes 4 o B, tais que o número 100 seja o número de 4, 
superior a todos os outros de A, ou o número de B inferior a 
todos os outros de B, então o corte define o número racional 100. 

2) Se dividirmos o conjunto dos números racionais em 
duas partes, tais que todos os números da primeira parte 
tenham os seus quadrados menores do que 2, e todos os nú- 
meros da segunda parte tenham seus quadrados maiores do 
que 2. Então o elemento de separação Y2 não pertence ao 
conjunto dos números racionais, e diz-se que o corte define o 
número irracional Ү?. 

Temos então : 


iai, | Números inteiros 
Números mais (absolu- [ Números racionais. 
tos ou relativos)... ( Números irracionais { Números fracionários 


7. Números imáginários. Já vimos no Curso Ginasial, 
quando estudamos as equações do 2.º grau, que não existia 
número real, raiz quadrada de um número negativo, ou que, 
de um modo geral, não existia número real que fosse raiz 
de índice par, de um número negativo. Portanto, se desejarmos 
resolver uma equação do tipo 


2+1=0 


vemos que é necessário introduzir em nossos conhecimentos 
uma nova qualidade de números, que chamaremos de números 


imaginários. 
8. Números complexos. 


1.º) Ao número = Y—1 denominamos de unidade ima- 
binária, 

2^) A um número igual a raiz quadrada de um número 
negativo, ou, que, na sua determinação, envolva 


Tal separação denomina-se um corte no conjunto dos 
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raiz quadrada de número negativo, chamamos de 
número imaginário. Exemplos : 


Wal - é VA =W- =V7 
V5= V5. VA = vs a+Vãd=2+2i 
N= = Y9 . ҮЛ =3i 


ú úmero da 
.*) Chama-se número complexo а todo o núm 
d fici a--bi, onde a e b são números reais. 


O número a é chamado parte real do número complexo 
e bi parte imaginária do mesmo. Exemplos : 


0-34 2+5i, 3+0% e 2-56 
45) Chamam-se números complezos conjugados a dois 


números complexos da forma a--bi e а – bi, (Um 
é o conjugado do outro). Exemplos: 


2-8i e 2-34 
9. Observações. Dado um número complexo a--bi 


1) se 0,2 0, o número complexo é um número imaginário. 
Exemplos: 2+5% 2-51, ... . 

2) se b 0 е a=0, o número complexo é um número imagi- 
nário puro, Lxemplos: 54, 34, -2#,....._ 

3) se b=0, o número complexo se reduz a um número real, 
Exemplo: 2+0%=2 


Chama-se 
0. Módulo de um número complexo. - 
módulo ou valor absoluto de um número complexo a+b O 
valor aritmético de 
Vai + 02 
O módulo de a-+bi representa-se por | a+bi |. Exemplo: 
Achar o módulo de 3+44 
13441] = V9 T 16 =5 


11. Coordenadas cartesianas. Ver Geometria Anali- 
tica, N.º 3 (cap. D. 


12. Representação geométrica de um número 
plexo. Os números complexos da forma a+bi são represen- 


Números complexos 


tados geometricamente, em um sistema de coordenadas retan- 
Eulares, pelos pontos do plano desse sistema cujas coordenadas 
sejam (a, b). 
O ponto M (a, b) que representa o número complexo a+b 
imagem, índice ou ponto representativo do número 
complexo, " 
Como sabemos que num sistema de coordenadas a cada 
ponto do plano do sistema corresponde um par de nümeros 
y, reais e vice-versa, concluímos 
que existe uma correspondéncia 
bi-unfvoea entre os pontos de 
um plano e o conjunto dos 
nümeros eomplexos. O plano é 
chamado de plano imagindrio. 
Quando o nümero complexo 
for um número real, sua imagem 
estará sobre o eixo horizontal; 
isto 6, os números reais sho re- 
presentados sobre o eixo hori- 
zontal, chamado eixo real. 
à Quando о número complexo 
(ог um número imaginário puro, 
sua imagem estará sobre o eixo vertical, chamado Festa dos 
imaginários ou eixo imaginário. 
O número zero tem sua imagem a origem do sistema 
de coordenadas. dou ES Зе 
'A figura 1 esclarecerá melhor о que acabamos de expor. 
, Os pontos M, N, P e Q da figura são, respectivamente, 
as imagens dos números complexos : 


3421; -2+i; -3-3i e 3-46 


18. Argumento de um número complexo. Seja o 
ponto M (fig. 2) a imagem do número complexo a + bi. 
A distância do M à origem O é dada pela expressão 


OM = p= Ya 
que nada mais 6 do que o módulo do complexo a--bi. 


É fácil de ver quo todos os números complexos perten- 
centes a uma circunferência de raio p tám o mesmo módulo. 


Chama-se argumento do nú- 
mero complexo a-+bi a um qual- 
quer dos ângulos a = 6-2 Кт 
sendo К = 0, 1, 2, 3, ... e 00 
ángulo formado pela semireta 
OM com o semi-eixo positivo 0z 


(fig. 2). 
14. Operações racionais 


sobre números complexos. 
De acordo com a 2.* e 3.º defi- FIG. 2 
nições (n.º 8) não é difícil re- 
duzir as operações com números complexos às regras usuais 
do cálculo algébrico. 

Assim, podemos operar com os números complexos da 
forma a-+-bi, como se fossem expressões algébricas. 


15. Observação. As operações racionais com os números 
complexos mantêm as mesmas propriedades formais das ope- 
rações com os números reais, menos a propriedade monotónica, 
pois não é possível estabelecer a noção de ordem para os nú- 
meros complexos. 

Portanto, é importante que tenhamos sempre em mente 
que: 

a) não existem números imaginários positivos ou nega- 

tivos; 

b) não tem sentido dizer que um número imaginário é 

maior ou menor do que o outro. 


16. Adição e subtração de números complexos. Por 
definição, somamos ou subtrafmos números complexos 80- 
mando ou subtraindo, respectivamente, suas partes reais e 
imaginárias, separadamente. 

Isto 6: 

(a+b) + (e + d$) = (a + e) -F (o + Di 
(a+b 9= (e +49 = (a-ce) + (0-01 


Entáo, a soma ou diferenga de dois números complexos 
6 em geral um número complexo cuja parte real 6 a soma 
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algébrica das partes reais dos dois números e cuja parte imagi- 
nária é a soma algébrica das partes imaginárias. Exemplos ; 
1) (2+30+(5-2)=7+i 
2) (5-3) +(2- 51) =7- 81 " 
3) (6-3)- (3-2) 22-1 
4) 6430-30-38 
17. Produto de dois números complexos. Por defi- 
nição, multiplicamos números complexos, de acordo com a 
regra de multiplicação de polinômios (binómios) e obser- 
vando que = – 1 
Isto 6, 
(a+bi)X(c+di) = ac+adi+boi4-bdi?=(ac — bd)+(ad+bc) i 
Exemplos : 
1) (5+3) (3-30 = 15- 101491 - 6i?=15-i+6=21 -i 
2) (4 + 30 (4-30 = 10-912 = 25 
3) (2-30) (2-30 = 4- 12i +92 =-5-12 
» Potências de i. De acordo com a 2.* definição 


i= Va 

й = (V) =-1 

B-P.Ii- 

B-P.ü-C).CD-1 

É fácil de concluir que as potências inteiras sucessivas 
de i se reproduzem periodicamente através do seguinte ciclo : 
i, =1, 4, 1. 

19. Produtó de vários números complexos. Multi- 
plicamos os dois primeiros números complexos; o produto 
obtido multiplicamos pelo terceiro e assim sucessivamente. 

Ou, ainda, procedemos como se estivéssemos trabalhando 
com binômios reais, substituindo, no produto obtido, as po- 
téncias de i por seus valores. Exemplo: 

(2+89 (2 - 3i) (3--24) = (44-9) (3421) =39+26i 


20. Potenciação. Para elevarmos um número complexo 
G-Fbi a um expoente inteiro basta que se aplique o desen- 


(х. 


=-i 


olvimento do binómio de Newton (*), substituindo-se, no re- 
sultado, as potências de i por seus valores. Exemplos: 
1) (2430*=44-1214-97=4-9+12i=-5+12 
2) (14202=14-614-121248%=1465-12-81=-11-2i 
3) (2-1) =32 - 8074-8002 — 4074-1014 i= 
=32 — 80i — 804-40i--10 - i= —38 — 41i 
a 21. Divisão. A divisão de dois números complexos 
a-+bi e c+di, pode ser obtida escrevendo o quociente sob a 
forma de fração e, a seguir, procedendo de modo análogo ao 
usado na racionalização do denominador de uma fração. 
Exemplo: (3+) : (3-29) 


Podemos escrever : px 


Na prática, basta multiplicar ambos os termos da fração 
obtida pelo número complexo conjugado do denominador, 


Exemplo : 
6+3: (6-3) (2-2) 12-12i--00— 012 18— 0i. 
242% (2420 (2-2) 4-42 4+4 


3 
Qe 


22. Exercícios para resolver. 
Efetuar as operações indicadas dando o resultado sob a forma a+b 
D (5 +2) +8 +2) 4) 8+2) + G-20 
» e-0 + (i19) э а+т-а- À 
3) 0-2) + 8-2) ө (2+) - (3-9 
n (d) + ($-a) een 
D G--30--8-20-Q-60 — ,g G-t 200-4) 
9) 6-20 9-5) 148 
10) (2 + 3:) (2-30) 10) 8508-0 
11) (8+ 2i) (1-4) +14 @+9@-2) 
12) Q-3) +0+00-0- mots 
19) 8 +8) : (2-20 18) 2-30 
M) (8 + 2) : (8-20) 19) Calcule V45 +284 
(Concurso de Professores E. Guanabara — 1064). 
() lmao Nawrow, graude matemático inglês (1042-1727). 
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RESPOSTAS: 
1) 8+4 9) 25-19 


8. 10) 13 
о Ы 11) 6 % 
> 2-и 12) 8-4 10) bad 1 CAPÍTULO XI 
$ Us 
ПРЫ It 17) -7+24 3 Funções 
APR 5,2 18) -46-9i 
7) 3-2 м) gti 


8) 1+7 19 742i; -7-2i 


1. Conceito elementar de função, 


Disso quo uma variável y £ uma fango, de uma 
variável z, quan or de z corresponda, 
Mediante uma corta lel, um ou mais valoros do y. 


E indica-se assim: у= (х). 

Entáo a lei que estabelece a correspondéncia entre os 
valores de x e y 6 que chamamos de função. 

A variável x 6 chamada variável independente e a variável 
y variável dependente. Exemplo: 

Sabemos do segundo ano colegial, que o desenvolvimento 
do binômio (z--a)" tem m-+1 termos, então, chamando de N 
esse número de termos, podemos escrever: N=m-+1, 

E, N=m+1 ou simplesmente m--1 é uma função dem 
(função linear). E 


2. Função real de uma variável real. Uma variável 
diz-se real quando seu domínio for um conjunto de números 
reais. 

Se os domínios das variáveis z e y são dois conjuntos X 
e Y de números reais a função у=} (х) 6 uma função real de 
uma variável real. 

Estudaremos apenas em nosso trabalho as funções reais 
de uma variável real. 


3. Funções unívocas e plurívocas. Se a cada valor de 
x corresponde um e somente um valor de y а função diz-se 


Fungóes 


unívoca ou uniforme; se a cada valor de x correspondem dois 
ou mais valores de y a função diz-se.plurívoca ou multiforme, 
Exemplo : 
y-2z43 6 unfvoca 
у= аге sen 2 é plurívoca 
" 


4. Campo de existência da função. Ao conjunto, 
domínio da variável independente, chamamos de campo de 
existência ou campo de definição da função. 

Assim quando dizemos que у= (z) o conjunto X, domínio 
da variável x, chama-se campo da existência da função. E, a 
função diz-se definida em X. 


i^ Intervalos. Dados dois nümeros reais a e b, sendo 
a<b: 


1.º) chama-se intervalo fechado de extremos a e b, е repre- 
senta-se por [a, b], ao conjunto de número reais x 


tais que аба b 


.°) chama-se intervalo aberto de extremos a e b, e repre- 
senta-se por (a, b), ao conjunto de números reais x 
Mus. ы a<z<b 


3.º) diz-se que o intervalo de extremos a e b é aberto à 
esquerda ou à direita, e indicamos por (a, b] ou [a, b), 
ao conjunto de números reais z que satisfaçam, 
respectivamente, uma das relações : 

a<zSb ou a«<z<b 

Exemplos : 

Determinar o campo de existéncia de cada uma das 

fungóes abaixo : 

2 
1) у=3:+5 2) y7—3 3) y=senz 

O campo de definição da função (1) é todo o campo real, 

portanto o intervalo aberto (=, + =). 

O campo de existéncia de (2) 6 constituído pelos inter- 

valos (co, 2) e (2, +), a função é definida em qualquer 

ponto, menos no ponto 2. 

O campo de existência da função (3) é o intervalo aberto 

Eo, +0). 
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6. Exercícios resolvidos. 
Determinar o campo de definição das funções: 


1) у= аговес= 4) y= VB FS 
Suea 5) y= E 
mati == 
3 y- 9-2 9 y- N23 
WEG. - 1972, 
SoLuções: 


Trigonometria, quo a secante só existe para valores info- 
3 eed cu iguais a —1 pet ss ou iguais a +1. 


Logo, seu campo de definição 6: (-®, -1] e [+1, +). 
2) Para z=1 ou z=4 não existe; seu campo de definição 6: 
CoD; (4 e (4 +0) 
3) A função (3) só tem significado se 9-2? à 0. 


Portanto, а função ө 6 definida para 9 = 2*=0 ou 2-88 ou para 
9-22>0, uma inequação do 2.º grau, cuja 
quer valer de 2 compreendido entre os логов do trinômio 9-9%, 
isto 6: -8<2 <3. 

O campo de definição da função 6: [-3, 3]. 


definida 22 - 5а+6 > 0. Os zeros de 2? - bz-6 sio 2 
p р o шш tem 0 sinal do coeficiente de х? (positivo) para 
T exterior aos zeros. 


Logo, seu campo de definição 6: (=, 2] o [8, ++»). 

5) A função (5) s6 6 definida no —(e=2 30. 

=2 о radicando 6 sero, mas para um outro 
ва niquer € negativa. A função é, pois, definida apenas no 
ponto 
Seu campo de definigio se reduz a 2=2. 

8) A função (6) эб 6 definida, também, se ET 30, portanto, para 
23, ou para as soluções da inequação fracionária TS > 0, que 
são z <-3 оп а> 2; seu campo do definição 6, pois: 

(»,-3) e [2, +) 


7. Valor numérico de uma função. Dada uma fun- 
ção f (x), se substituirmos z por um número a, obteremos um 
número f(a) que se chama valor numérico da junção f (x) 
para = а ou valor numérico da função no ponto а. Exemplos: 
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Dada a função ј (х) ==? - 324-2 
J(D =1-3+2 =0 e f(-1) = 1434226 


Süo os valores da fungáo f (x) nos pontos 1 > — 1, respecti- 
vamente. 


8. Zeros de uma função. Chamam-se zeros, raízes ou 
soluções de uma função j (x), os valores de z tais que j (а) =0. 
Exemplo: 

Os números 1 e 2 são os zeros da função f (z) 92? — 324-2, 


pois 
10) =0 e f(2) = 4-6+2 = 0 


SUCESSÕES 
9. Definição. 


Denomina-se sucessão a uma função 
definição 6 o conjunto dos números 


campo do 
rais 


Em vez de representarmos por a= (n) usaremos a nota- 


são habitual а, аз, a, ..., Aa, ... onde a, indica o termo 
de ordem n. 
A defi lo anterior nos mostra que o estudo das suces- 


sões nada mais é do que um caso particular do estudo das 
funções. 


10. Termo geral. É uma fórmula que permite calcular 
um termo de ordem п qualquer da sucessão. Indicamos por an. 
Exemplos : 


1,8, 6... Q=2n-1 
2.4; us an = 2n 
i 2 g n 
PP OT i 
1, -4, 9, -16... a, = (In? 
1, 2, 8... а = п 
2, 6, 18, 54... а = 2. 3"—1 (Р. geométrica) 


19,5 8, 11. 
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1 1 EJ ааа. 
(log 2) (log 3)? (log 4° ^" — [log(n--D]" 
a, = 2--(n-1)3 (P. aritmética) 


Onsmnvacio: Existem su. as quais não podemos deta. 
iaa seme dorsi "Um exemplo Шеги È а suoneslo dos números 
primos 


1,9, 8.8, л... 


11. Exercícios para resolver. 
Determinar o campo de existência das funções: 


matt 
2) у= Уз Сб 

TI 
3) «E 
Naê D у= 11-22 
4) y =zlogz (E. Aoronáutica = 1952). 
5) у= (EF 2+4 

10) у= 

O y= Vai Fi 2-2 


(E. Aeronfution - 1082). 


ETT, então UG] = z 


12) Provar ipei. então fo) =1 ($). 


18) Sendo f(z) = ni calcular 


JULGO) 
(Eso. Politécnica U. Católica — Rio - 1940). 


1 
- ida? 
М) Para que valores de z а função y = = 6 defini 
(E. Flum. Engenharia ~ 1959). 
16) A função lg (8+2) não tem existência no campo real para os valores 
М (B. Pol, U, Cat. = Rio — 1057). 
RESPOSTAS: 


D C9-2,C22) eG +) 9 (e,1 o 13,49) 
2) C, -4] e [4 +0) 4) (9,42) 
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5) Bó no ponto -3 8) 5,1), (1,3) e (3, +») 

6) C», +) 9) 1-2,2] 

LR 10) (9,2 e ( +) ou apenas z 942 
11) Basta substituir, em /(z), 2 por 2H. ^ 


12) Substituindo, em J(z), а por a e L, respectivamente obteremos o 
mesmo valor. в 


18) z M) (0,1) 15) 4-3 


CLASSIFICAÇÃO DAS FUNÇÕES 


12. Funções explícitas e implícitas. Nem sempre 
as funções se apresentam como as temos definido até aqui, 
isto 6, sob a forma у=] (г), por exemplo, yez?- 5z--1; 
muitas vezes aparecem sob a forma f (z, y) =0, por exemplo, 
z*y bz 2-0. 

Em geral, quando a relação que estabelece a correspon- 
dência entre т e y aparece sob a forma у=] (х) dizemos que 
se tem uma função sob a forma explícita; quando aparece 
sob a forma f (z, y)=0 dizemos que se tem uma fungáo sob 
a jorma implícita. 

Existem funções implícitas que não podem ser postas 
sob a forma explícita mediante radicais, por exemplo: 


y -2y 1-0 
13. Funções algébricas e transcendentes. Diz-se que 
uma função é algébrica quando pode ser colocada sob a forma 


implícita / (x, y)=0, onde f (x,y) 6 um polinômio inteiro em 
æ e y (Curso ginasial). Exemplos : 


у= 212-5 +1 y-y 2-2 = 0 
2-1 
Lia) у= Уа+:-2 


Uma função que não é algébrica chama-se transcendente. 


Exemplos: y=logz ^ y-senz y=arcsnz 
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14. Funções racionais e irracionais. Uma função algé- 
brica explícita diz-se racional quando pode ser expressa sob 


a forma y = Û sendo J (8) e o (z) + 0 polinômios inteiros 


em z. 2G) 

Se g(z) se redus a uma constante diferente de zero 
tem-se у= Е (х), onde F (x) é um polinômio inteiro e a função 
diz-se racional inteira. Se g (x) não se reduz a uma constante 
a função diz-se racional fracionária. 

Uma função algébrica explícita diz-se irracional quando 
colocada sob a forma f(x, y)=0, f (x,y) 6 de grau superior 
ao primeiro, em relação а y. Exemplos : 

yma? - 3: +1 racional inteira 
22у = y + 32° + xz – 5 racional fracionária 
22 - y + зу - 1 = 0 irracional 


15. Funções inversas. Seja у=] (x) definida em (a, b) 
e cujos valores de y são os pontos де (с, d) e a função z=g (2), 
definida em (c, d) e cujos valores de z são os pontos de (a, b). 
Diz-se que z=g (z) 6 a função inversa da função y=f (x) se 
рага cada yi=/ (21) de (c, d) se tem q (и) =21. Exemplo : 

Dada a função y=z?, se considerarmos z como função 
de y, temos: = Ny 


e permutando z por y obtemos у= Vz 


16. Resumo da classificação das funções. Apresen- 
taremos, a seguir, um quadro resumindo o estudo feito sobre 
a classificação das funções, incluindo nele as funções exigidas 
po programa, para serem representadas graficamente, e as 

inções ciclométricas (inversas das funções trigonométricas), 
que serão apresentadas adiante no estudo sobre derivação. 


| racionais | Биш 
explícitas 
ALGÉBRICAS. irraclonala 
implícitas ай 
Funções рош 
| pl | logarítmicas 
TRANSCENDENTES poorer 
implícitas 


17. Funções elementares. As operações que, partindo 
da variável z, permitem obter as funções algébricas e transcen- 
dentes consideradas no quadro anterior, chamam-se operações 
analíticas fundamentais. 

Uma função diz-se elementar quando é obtida da va- 
riável e constantes, mediante um número finitó de operações 
analíticas fundamentais. 


18. Exercícios para resolver. 

Diga se ns funções abaixo estão sob a forma explícita ou implícita: 
ad 3) az by +e = 0 
RFR 4) 2 + = 25 
Coloque as fungóes abaixo sob a forma implícita : 

9 ya 231 O у= FFE 


2-3 
Coloque as funções abaixo sob a forma explícita : 

T) ey zy 42-270 $ 45-120 
9) Classifique as funções: 


DELI +02 +e y= 


3 
y=qa- i и 5-а в. 


y= snz- (1-22) 
(E. N. Química = 1940), 
10) Dada a função f(x) = 2x — 3, determine a função inversa. 


(UGF - 79). 


RESPOSTAS: 
1) explícita 6) 22-41 +2-2=0 
2) explícita. 2-2 
8) implícita ын 
4) implícita 
5) z*-zy +3y 1-0 
9) algóbrica irracional; algébrica racional inteira; transcendente. 
2-3 
10) 
z 
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REPRESENTAÇÃO GRÁFICA DE 
FUNÇÕES USUAIS 


19. Representação gráfica de uma função. Seja uma 
função de variável real 
у=] (a) @ 


que representa uma correspondéncia entre dois conjuntos X 
e Y, domínios das variáveis z e y. 

Marquemos, em um sistema de coordenadas cartesianas 
retangulares, os pontos cujas abscisaas são os pontos de X, e 
cujas ordenadas sáo os pontos correspondentes de Y. 

Chama-se representação gráfica ou curva representativa de 
uma função ao conjunto de pontos do plano, cujas coordena- 
das satisfazem a relação (I). 

O gráfico de uma fungáo algébrica ou transcendente 6 
uma curva dita algébrica ou transcendente. 


20. Funções crescentes e decrescentes. Seja uma 
função у=] (x) definida em um intervalo (a, b) e sejam zı e 
za dois pontos quaisquer desse intervalo. 

Diz-se que у=] (x) é crescente em (a, b) ве zı > za tem-se 
1 (ш) >] (ж). 

Diz-se que у=] (2) é decrescente em (a, b) se zı > тз tem-se 
f.(zı) <J (za). Exemplo: 

A função y 2? 6 crescente em todo o campo real positivo 
(0, +) e decrescente em todo campo real negativo (~e, 0). 


21. Representação gráfica da função exponencial. 
A função exponencial é a função da forma y=a*, onde al 
6 um número real positivo. definida em todo campo real 
Eo, e). 

Temos dois casos a considerar: а>1 ou a«1 
1.º Caso: y=a” (а> 1) 

De início, vemos que para 2=0, y=1 

Dando valores crescentes a z, a partir de zero é fácil de 


ver que y irá crescendo indefinidamente à medida que z tam- 
bém o for. 


Representação de funções 


Dando a z valores decrescentes, a partir de zero, as 
potências irão decrescendo à medida que z decresce podendo 
se tornar menores do que qualquer quantidade arbitrária, e, 
portanto, quanto menor for x, negativo, menor será o valor 
de y=a*. Ela é, pois, sempre crescente (N 

Com esses resultados temos uma idéia da curva (para 
421). Ela possui um único ramo ascendente passando pelo 
ponto (0, 1), aproximando-se indefinidamente do semi-eixo 
negativo dos z e afastando-se também indefinidamente do 
semi-eixo positivo dos z (fig. 3). 


2.º Caso: y=a* (a«1) 
De início vemos que para 2=0, y=1 
1 
Como y= Gy (sendo i > 1, pois a < 1) 


a 


Entáo em cada ito, a ordenada di - 
inverso da andanada da, ind кешент 


-@ 


1 . 
„Маз, sendo a<1, — »1, portanto a função y; = (2) 
recai, no 1.º caso. С e 


x 


1 
Como yı = (2) 6 sempre crescente então y —a* é sempre 


crescente e é constituída de um único ramo que passa pelo 
ponto (0, 1), se afasta indefinidamente do semi-eixo negativo 
dos z e se aproxima, também indefinidamente, do semi-eixo 
positivo dos z (fig. 3). 
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22. Representação gráfica da função logarítmica. 
A função y-log,z é chamada função logaritmica. 

Ela é a função inversa da função exponencial. 

De fato, da função exponencial y=a*, temos z=logs y е 
permutando т por y, vem — y-log,z 

Se (zi yi) é um ponto da curva y-a* 0 
(y1z:1) é um ponto de у= 108, = (ID 


Convém notar também que para z=1, na (ID, y=0, 
isto é, a curva passa pelo ponto (1, 0). 
Tomando, entáo, em (ID, 
a base a, do sistema de loga- 
ritmos, maior do que a uni- 
dade, temos, na figura 4, a 
curva C', representação gráfica 
da função exponencial (a>1), 
e a curva C, representação grá- 
fica da função logarítmica. 
Vemos, pela curva C, que 
afunção y=log, z 6 crescente, 
contínua e definida em todo 
campo real positivo. 


23. Representação grá- FIG. 4 
fica da função y = sen x. 
A função y=senz é representada pela curva denominada 
senóide (fig. 5). 

Conhecendo o quadro de variação do seno (ver Trigo- 
metria) e como y=sen z é função periódica bastará construir 
o seu gráfico no intervalo [0, 27]. A figura 5 é obtida tomando 


Representação de funções 


como eixo dos z o suporte do diâmetro do círculo trigonométri- 
co e para eixo dos y a tangente geométrica no ponto А. 

Sobre o semi-eixo positivo dos z retifiquemos a circunfe- 
rência em A, 2 те dividamo-la em oito partes iguais. А cada 
ponto dessa divisão façamos corresponder uma ordenada cuja 
medida algébrica seja igual ao valor do seno do arco consi- 
derado, Unindo as extremidades dessas ordenadas obtemos 
в representação gráfica de y=sen z . 


24. Exemplos. De modo análogo ao que foi feito para 
в representação gráfica de y= sen x, poderemos obter as repre- 
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FIG. 8 


sentações gráficas de y=cosz, y=tgx e у= соё х, que são, 
respectivamente, » cossenóide (fig. 6), a tangentóide (fig. 7) 
e a co-tangentóido (fig. 8). 


25. Exercícios para resolver. 
Representar graficamente as funções abaixo: 
Dy=22+3 "T EN 


usu 2-1 
NAME, (Ext. Pedro II, Contro, L^ P. Paroial, 1953). 
3) ymz? 46240 


5) у= е2" 
(Exi. Pedro П, S. Norte, 
Tre Enio 1080). 


(E, Naval, C. Prévio, 64 P. Parcial, 1982). 


6) Dentre as equações abaixo sublinhe aquela cuja representação gráfica 
em coordenadas cartesianas é uma parábola: 


= = ^-1) +4 
у=22-22 
"me 


у= alogz 
y=*+30-2 
(E. P. C. Aeronáutica — 2* Ano — 1951). 


Dizer se as funções abaixo são crescente ou decrescentes, nos inter- 


valos indicados. 
T) у=з* +8 em (0, +=) 


12) у= т" em (~œ, +) 


ia Funções 


8) y=22+5 em (-ә,0) 

9) y=z+2 em (Ce, «) 
2 

10) y = E em (54,0) 


19 y= (3) em c9 m 
14) y = овог em (0, +) 


CAPÍTULO XII 
1) у= 263-3) em (9,1) 15) y = tgz em (0,2) 
Ы Limites 
RESPOSTAS: 
` 1) reta 9) crescente 
passando na ori 10) decrescente 
Da дын Т хө 1. Introdução, O conceito de limite 6 um dos mais 
4) hipérbole 12) crescente importantes do cálculo e da análise matemática. Sua formu- 
5) exponencial 18) decrescente lagáo precisa é devida a Cauchy (*), o qual compreendeu que, 
6) y=21-2 14) cresconte a conceituação dinámica de limite, isto é, a idéia de aproxi- 
T) crescente. 15) oresconte mação contínua, poderia, e, ainda mais, segundo ele, deveria 
8) аскы ser omitida em benefício de sua definição, que poderíamos 


denominar de estática e que torna possível ao estudante a 
compreensão analítica das propriedades de continuidade de 
uma função e do indispensável conceito de derivada. 


2. Limite de uma variável. Chama-se limite de uma 
variável х, cujo domínio é X, a uma constante a tal que a di- 
ferença х — a, em valor absoluto, possa sempre tornar-se e 
conservar-se menor do que uma quantidade dada qualquer. 

Dizemos, então, que uma variável x tem para limite 
finito um número a, quando fixado um número e, tão pe- 
queno quanto se queira, se tenha 

[2-0] «e ou a-e<z<a+e 
e dizemos que = tende para а, cuja notação é z—a 
ou que o limite de z é a cuja representação 6 lim z = a 
20 


Onsmavagio: Pode suceder que a variável £ tenda para a por 
valores superiore ou inferiores, a. Dizemos então que a é, respectiva- 
mente, o à direita ou límite à esquerda da variável 2, no ponto a. 


3. Limites infinitos. Quando o domínio X da va- 
riável z for tal que para E tão grande quanto se queira, se 
tenha . 

Iz|>E 
dizemos que o limite da variável z é ii 
9) Avovermm.Lovm Caronr, matemático franote (1789-1857). 


Limites 


7. Propriedades fundamentais dos limites: 
Primeira propriedade: LIMITE DE UMA CONSTANTE, 


O limite de uma constante é a própria constante. 


Segunda propriedade: UniCIDADE DO мт. “ 


Uma função uniforme y=/(x) não pode ter dois limites 
distintos, no mesmo ponto. 


Terceira propriedade: PERMANÊNCIA DE SINAL. Seja yj (z) 
definida num intervalo qualquer. 


Bo lim /(2) = 1740 а) 
X 


a função /(z) tem o mesmo sinal de | para 
I-e«jfG) «ie (e >0 


Quarta propriedade: 
So duas funções f(x) e g(z) têm valores igunis para 
0«|z-zo| «d (d>0) 
se lim f(x) =1, então lim f(z) = lim 0(2) = I 
2. s omn 


Quinta propriedade: CRITÉRIO DE CONFRONTO. Sejam 
1(2), g (x) e e (x) funções de z definidas em (a, b) e zo um 
ponto de (a, b). 


So lim fis) = lim дш) =! D 
mee en 
P 16) 4 ela) £ oz) an 
para todo ponto de (a, b), diferente de zo, então: 
lim уш) = 1 


mz. 


Onsenvação: А 4 pi 
pole permito fazer simplificação nas 
minar, tornando assim possível o 


6 de grande emprego prático, 
funções cujo limite ов deter- 
deno dese ts xemplo : 


2-4 
in: 
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não pode ser logo determinado, mas, simplificando a fração, temos 
e 26-2 
2+2 


e lim (z-2) =-4 
وم‎ 


8. Operacóes fundamentais sobre limites. Sendo u e 
v funções de z e m um número inteiro, demonstram-se que : 


lim (ат ена u+lim v 
(4-0) =lim u- lim v 
lim ua) = = lim u . lim o 


lim (um) = (lim u)" 

lim Vu = Уши (lim u 0) 

lim log u = log lim и (u e lim и positivos) 
lim u" = (lim u) e 


9. Observações. Nas aplicações do cálculo dos limites 
supóem-se as diversas igualdades simbólicas, que apresentare- 


1.º) LIMITE DE UMA SOMA. 


a) () + (te) = + о 

b) (+0) + (+) = + o 

9 Em) + (0) =- ә 

d) (+ 9) + (-=) nada se pode afirmar inicialmente. 


O símbolo oo — œ é um símbolo de indeterminação. 


Operações com limites 


2.º) ТлмїтЕ DE UM PRODUTO. 


— 
a) (to)X(to)=+a 
b(£exce--- 
o) a X(t е) = + œ (a > 0) 
d aX (4k =) = F œ (a <0) 
e) « X 0 nada se pode afirmar inicialmente. 


^ 


O símbolo œ X 0 é um símbolo de indeterminação. 


a‏ ای و د ووی م 
٥ه ы реве Ы ете‏ 


-k to to 
Qgb-vo 9 2-е ڭو‎ 
9 $-o b) y nada se pode afirmar inicial- 

mente 


i) 2 nada se pode afirmar inicialmente. 
Os símbolos ® o = são chamados símbolos de 


indeterminação. E +0 indica se a função tende a 
zero por valores superiores ou inferiores, 


45) LIMITE DA FUNÇÃO EXPONENCIAL. 


[> 


a) ktt = + o е) (}+=)#+" = + © 
b) k-* =0 f (+ =)" =0 
0) 0t =0 g(tixs-ie 
4 0-- = += h) (+ ә)-*= 0 


i) 0%, (+ ®)°е 1% * nada podem afirmar inicialmente. 
(k>0) 
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8.º) LIMITE DE UM QUOCIENTE. (Suposto К constante e positivo) 


Esses símbolos (+) são símbolos de indeterminação. 


5.º) SÍMBOLOS DE INDETERMINAÇÃO. 


2-2, 9X0, v i 


» um ту var? Pia lim (umd + o 
2) u = 22 +2, = +1.. lim (udo) == o + o m co 
3u-2ev--z im (ut)=2- 0 =-0 


4) u=z34242 o =l -7 iu) oo. 


Nada se pode afirmar. Mas, 
ифо 21403 .. lim(u+o)= 3-249 
ma 


Produto: 


1) че22+2+1, v=2-5 Шшш=(+®)хХ(+ ®)=+® 
2) зет, vma lim w = r X (+0) = + oo 
з) umat 2-1 lim uy = o X0 

z -o 


Podemos proceder assim : 


Operações com limites 


Exponencial : 
1) lHms-L- 
+. 
2 lim (++ = +o =+ 


ЧИ 
o (Qj coro 
4) іш (Ба) + 

+. 

E on gd 
э ла (5) =° 
6) A A = (+ o)" =0 

Qo FN SE A 
va) Teens 


11. Limite da função algébrica racional inteira. 


19) O limite da função algébrica, racional, inteira, J(z), 
quando z—« 6 (o). 


De fato, seja 
J (2) = аш" + mori +... + ant + Om @ 
De acordo com as operações com limites, lim f (x) = f (a) 


20) | © limito do Ла), racional, inteira, quando s=% 6 
igual ao limite do termo de maior grau de J(z). 


Com efeito, colocando em (I) aoz" em evidéncia, temos : 
m 291. Um 
f (z) = аот (1+ баа E.) 


=+0 


e de acordo com as propriedades dos limites e as observações 
do n.º 9, a expressão entre parênteses tende рага 1, e temos : 


im = lim ex^ 


1) lim (z*-z — 1) = lim (2)+lim (2) — lim 1 = 5 
2 22 2—2 3 

2) lim (222 - 5z + 9) = lim 222? = + o 

+. a 

3) lim ( + 22-1) = lim à = — 


. Limite de uma função racional. Seja y -19 
- uma pem racional, na qual f(x) e р(х) são polinômios 
racionais e inteiros. 


D So Tim f(x) =7(0) e fimo (a) = gta) м0 


1o 1 (2) 
entáo TON FIC] (limite de um quociente) 
М im 2263825 _ 1+3+5 
Exemplo: и 2702-871-72-86 


Озашатлўїо: Be f(a)m g(a) =0 
tim /@) mO istmbolo de indeterminação) 


--1 


Vidéo аы 04 temen a 


Levanta-se a Indeterminação 
. б-а), e sendo pe o 01(2) ов quocientes encontrados, temos 


e ма А0) 
g (2) =i gi ar: шз 


So Jı(a)= ga(a)=0 procedo-so do Дд análogo dividindo Jı(z) e 
0100) por 2-а e achando o lim 222%. Е assim sucessivamente. 
ao pala) 
su 


1) lim E 


m 2-4 „2+2 
LE CEL 


EZET 2-3 
2+2 


ет TEX 
" "M 0 21-422 2 
D ao a AFI 
1(@ а" аз" +... tan _ 
Ш lodo” bz FTF Ы. 9 


Quando z — œ, vem: 


LO _ im 22" 
do gta) hm 


Temos 3 casos: 


а) Sem=n lima. 
ZI 


b) Sem>n A 
ocur ol dadas а dg 


LO tm do 
О бота dn gt) atas =0 


tim (2) 
Em ке, П) 
1G 


IC só existe dife- 


Temos 3 casos, como pará lir lim 


renga no caso de m>n, onde 79 = i o depende dos 
2-9 
sinais de ay e bo е da paridade do expoente m — п. Exemplos : 
im 2244507 + 241 
DA 


-2 
2) dm uS ri = tim 1-0 
seroit „зәт 
2:5 + 7-2 223 


9 TE изу е чиле тады 
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14. Limites fundamentais. 


nada se podendo afirmar inicialmente, pois temos uma inde- 
termin: 


a levantar ou desaparecer essa indeterminação proce- 
deremos como veremos a seguir. 
Consideremos então um 
Шеш trigonométrico 0 e seja 
AM =z um arco do seu 1.º 
inte (fig. 9), expresso em 


m observação da figura 


XN = 2HP = 20002 
~ VS 
МАМ = 24M = 2x 
TT, = 2AT = 25: 
É evidente que: 
roue 
MN < MAN < TT, 

.'. 2senz < 22 < 2tgz 
e'e вепат <2 < ща 


| Limites fundamentais 
E tomando os valores absolutos, o que é possível pois 
sen т, т e tg x são positivos, temos: 
Isenz| < [21 < [0221 
Relagáo deduzida da anterior porém muito mais geral 
pois não é válida apenas para z positivo e sim para | z | < 2 
1 
Dividindo por | sen z | temos: 1 < E < 2002] 
[sen z | 


+7. [cosz] < 
1 1 lz] 


<1 ou oosa < [Ene <1 (D 


Como lim cosz = cos0 = 1 temos, de acordo com o 
20 
eritério de confronto : 


im [eeel ١ M 
= | 2 
т 


Sox f us, lim = тор; 
le z for expresso em graus, z 1805 


Оввинудс̧хо: É fácil provar, eed partindo de (I) que 
lim س‎ “1 
ET 

15. Aplicacóes. 

lim E (050) Temos: B. indeterminação 


1) lim Ü 


gs) = im епт snz) 


16. Exercícios para resolver. 


1) Ња SU7 o) im EE 8) lim 88 
so 2-0 5 a 


Respostas: Do 


17. O número e. 


Deixamos de demonstrar esse limite por ser sua demons- 
tração rigorosa muito difícil e traba- 
lhosa. 

O número irracional e=2,718281828, 
aproximadamente, é a base do sistema 
e logaritmos neperianos (lg) (Cap. Ш = 

. 4- b). 


Ossurvação: Se considerarmos a função 
y= (1+) verificaremos que para os valores 


de а, considerados no quadro ao lado, correspon 

irão se aproximando nr 
«алад SA molida que ds velota de 2 tendam 
para =. 


Limites fundamentais _ 


18. Aplicações. 
1 
lim (1 +2)" =e 
Realmente fazendo z = 1, quando 20/20, 
¿da 1ү 
veiga +a? in (12) =. 
tim (1 + DE = (k real relativo) 
k k 
Fazendo — = s, vem z = > quando x — œ, 2—0 
+ 17 
lim (14 9* -im [a +97] 
La] La] 
1 
Mas, lim (142) * = e (Aplicação 1) 


lim (1 + Ey = lim [a +97) - E 


а 
dim EL im ig +a) li шен 


lim 162 
2-1 


Fazendo z = u + 1, quando z —^1, u—0 


= tim ED. 1 (de acordo com a apli- 
cação 5) 


diga - ur ano 


im E + 
а ар. з аг = 
2-1 


=1 (de acordo com а 


19. Exercícios para resolver. 


CENT 
emi оны 


түз 2-2 
$m (+) 9 tm 


RusrosTas 


ni; Des De 4$ эз; 92 


(a » 0) 
(lg a — logaritmo neporiano de a) 


Temos lim 1 = D. (símbolo de indeterminação) 


E Se fizermos 0º = 1 + а então, pela definição de loga- 
ritmos, ¥ 


2-0 (1+2) 


| então, 

ў A i 

Ew: AP С] _ 1 
10g. ( 4 ) ке(ї +) ч. (1+ +) 
а-1 1 


Limites fundamentais 


ctm 


Vua is quando z—0, ue 
Dim e pas Pois, q ] 


i 
Mas logeXlga=1.". jg s 7 180 
i 


. a-l 
e, portanto, iim z "Rè 


21, Exercícios para resolver. 
e-1 
D Eua 


4 lmz(Ve-) 
mo. 


RESPOSTAS: 
1) 12 


Temos lim 
o 


De fato, temos: (a # 0) 
(1+ 2*-1 (+21 a.lg (1+2) 
im images a 


Fazendo (1--z)* = u, vem a lg (142) = lg u 
Substituindo em (1): 


@+®9-1_ 
EE mE 


(Al „ u-1 . lg (1+2) 
in ein LA Е: z 


Mas — lim"— 21 e EE (Nr 18) 


vnlg u 


0 (símbolo de inde- 
=0 terminação) 
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Substituindo em (II), temos: 
tim @# 2*-1 
E 


= -1XaXl-a 


23. Exercícios para resolver. 


а+)"-1 im iL E5271 
0 jm D dead УЗ رو‎ 


RzmsrosTA: Todos são iguais a um. 


24. Limites laterais. 
1) ТлмїтЕ DE UMA FUNÇÃO À DIREITA DE UM PONTO. 
Seja у=] (x) definida em (а, b) e zo um ponto de (a, Б). 
Diz-se que a função j (т) tem um limite à direita, l, quando 
a variável z tem limite à direita, zo, se para cada e positivo 
existe, em correspondência com e, um número positivo d, 
tal que: 
para хо <= <10+ 0 
se tenha 6) -11<е 
E девідпа-зе esse limite com а notação 
lim j (z) =1 
aue 
Exemplo : ý alia 
moV3 3 УЗ 
2) LIMITE DE UMA FUNÇÃO À ESQUERDA DE UM PONTO. 
Беја у=] (z) definida em (a, b) e zo um ponto de (a, b). 


Diz-se que a função J (z) tem um limite à bite 
quando a variável т tem limite à esquerda, zo, se para cada е 
positivo existe, em correspondência com e, um número posi- 
tivo d, tal que 
para zo-d < = «zo se tenha |f(2)-1|« e 


E designa-se esse limite com a notagáo 


VE 1 
lim -- 
x33. Үз 


196 Limites laterais 


3) Lmares LATERAIS. Chamam-se limites laterais aos 
limites à esquerda e à direita. 

Os limites laterais podem ser distintos ou não; e pode 
mesmo deixar de existir apenas um dos dois. 

É condição necessária e suficiente para que exista lim f (2) 
que existam e sejam iguais seus limites laterais. 

у lim {ж el tim 18! 1 


E CS CN ES 
2) dar = lim 22 = 4 


3) lim Yz-83-0 e lim Yz —3 não existe 
+ m3- . 


25. Func&o contínua. 

I) Diz-se que uma função у=] (2), definida em (a, b) 
6 contínua em um ponto zo de (a, b), se 

1) existe lim f (x) e é finito 
2) Jim f(a) = J (xo) 

II) Diz-se que uma função у=] (z), definida em (a, bé 
contínua nesse intervalo, se for contínua em todos os pontos 
de (a, b). 

III) Uma função у=] (x) diz-se descontínua em um ponto 
a se, uma so menos das condições abaixo não forem satis- 
tias 1) 4 (2) $ definida em a 

2) existe lim f (2) e é finito 
3) lim (z) = fo) 

Um ponto a onde f (z) não seja contínua diz-se um ponto 
de descontinuidade de f (x). 

Exemplos. 

1) A função y= (z) = 22+32+2 6 contínua em todo 

campo real, pois : 
a) a função y é definida em todo campo real (=, + ©) 
b) existe lim j (z) sendo zo um ponto de (-°, +) 


o) lim j) = zo? + xo + 2 = f (eo) 
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De modo análogo mostraríamos que uma fi 
inteira de grau m $ eculinva em todo ае 


2 ноу (Dcum z é contínua em todo campo 
a) a função 6 definida em (o, +) 
b) existe lim sen 2; sendo zo um ponto de (- «o, + co) 
€) lim senz = sen zo 
== 
о que 6 fácil de provar. 
De fato, temos: 
lim (sen 2 — sen zo) = lim 2 sen 2779 , cos 2-26 
^ am 2 2 


+ *. lim (sen z — se; =2 сая. 
aim. n zo) хох liza oot 3 0 


+. lim sen z = sen zo 
pa 
a 
3) A função y = f (a) = TEEI 6 descontinua no 


ponto z=3, pois a fi não i 
Pb di o 6 definida no ponto 


Mas,  limf(z = lim (z-4) = -1 
a L2] 
е dizemos que o verdadeiro valor de f (3) 6 — 1. 


4) A função y = j (a) = — tem no ponto z=4 uma 


descontinuidade pois não é definida nesse ponto. 


1 

5) A função y = 1 +e* tem na origem de i- 

nuidade pois lim у = + = (ling ud. pe 
+ 220- 


27. Descontinuidade das funcóes racionais fracio- 
márias. É fácil de ver, de acordo com as propriedades e ope- 
тасбев dos limites, que a soma, diferença e produto de funções 
contínuas são funções contínuas, e que, portanto, os polinô- 


mios racionais inteiros são funções contínuas, como já obser- 
vamos. 


Descontinuidade 


Consideremos, agora, as fungóes algébricas racionais da 
forma torna y =) onde /(z) e g (z) são polinômios racionais 


As funções do tipo е D ónde g (2) = 0 para qualquer 
ponto z de (- «o, +%), são contínuas em todo o campo real. 
As funções у = 0) apresentam descontinuidade infini- 


tas nos pontos z, onde g (z) = 0 e jz) 0. 
Os pontos z, são 08 pontos de descontinuidade de y (ou 


pólos de y). Exemplos: 
I) Determinar os pontos de descontinuidade da função 
2х +1 
1-23 


Resolvendo a equação 2? – 22-3 = 0 é fácil de ver que 
3 0-1 апшат o denominador, mas, não anulam о numerador, 


A 3 e — 1 são, pois, os pontos de descontinuidade ou pólos 
le y. 
II) Estudar as descontinuidades da função 

2242-12 

21-52 +6 

Resolvendo а equação z? — 52-0 =0, vemos que о deno- 
minador se anula para 2=2 e 2—3. 
Então, 2 e 3 são pontos de descontinuidade da fung&o. 


28. Exercícios resolvidos. 
Calcular: i 
0 а +) 


Temos: 1" indeterminado 


Pacis he = o, quando k40, 20 
Som а+ы® = tm, atajo = lim tm [aso 


. lim meu -. 
0-0 


з) tim 180-0) Tomos: © indeterminado 
2-0 Г 0 
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Acabamos do vor que: Jim, a+ -е 
o do tek) a 


E o E De йы aa vi 


im È lû +m) = o s. im ЖОБО р 
3) dm (1-12) = as EOM, 
i = dim tics 1 
| а 
Wi D dmi. digo E = 
" 5 E 2-2 Temos: р 


(E. Aeronáutica — 1959). 
Dividindo ambos os termos por z-2, vem: 


a 
sÇ a. ar E M 


9 ар 
а. т. Aeronáutica — 1051). 
Temos: Mur CE 
T E 2... 
д] eso en (1-3) nie (1-E) 
-— n- ER ui 
TEN E LED Bier 
+ 
n NI 
(8. N. Química = 24 época = 1947). 
Temos: i Mes, 
N i-em em (pcm I 
А — iua: eet 
a 
REED و‎ eme ai 


Limites 


27. Exercícios para resolver. 
Calcular os limites à esquerda das seguintes funções, nos pontos 


Indicados: 
z T de 
эж. "s EX 
1 
2 dm 1271 D ваят) 
Caloular os limites à direita de 
1 1 
0 A ci 8 Hm 10) um Че 
i 9) dim 121 
D lm es eX 7 
04 
Calcular os limites: 
(M) dm» (34D) 
i 22 


ш) dm 2+4) 


18) lim (2248245) 
a 


(M) dim (042-2) 
PA 


bata +1 
19 а 


10) tm 202110 25) lim (ic (s HD- leal 
20) Ша (VER ED 
am da (VE Fã Va) 


28) Wm (VF - Уа) 
m. 

29) lim (Vs 9423-2) 
E 

30) lim G'zri- Vz) 
me 
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оз lim (Ут 
.o (UFF - 1970). 


ao im (+) шы 


БЫ (UFRJ - 1970). 
sen Ta — sen Sz 
39 fm ens 


so) im E+) 
= br 
2-1 

za odes 


41) dim (1-2 


40) 


(Col. Naval - P. Parcial — 1964). 


Estude as descontinuidades das funções seguintes: 


mi м) у-а+тт 
mL 22-4 
Er s. M 1^ 275i 
54) va (E. Naval = Admissão — 1983). 
22 -4к+4 2*-2+1 
55 v^ в 5) aaa 


89) Estude a continuidade е as descontinuidades da função y - 2l 


(E. Naval = C. Prévio, 4 P. Parolal = 1053). 


01) Calcule: lim ( +A) 


RESPOSTAS: 


„41. 1 
2-4 mi 
2) não existe 18) 2 
po: ри 
8 э: 
IEEE з 

-. 
8 += 25) 0 
91 20) 0 
10) 0 27) 0 
n -1 28) © 
12) = 29) 1 
13) += 30) 0 
1922 ds 
15) -1 88) 0 

E 900 

10) -4 d 


52) descontínua para z = O 
53) descontínua para z = O 
54) descontínua nos pontos z=1 e 2=2 
B5) descontínua nos pontos 2=3 e 2=2 


57) É descontínua para 2=1 e 2=2 
58) É descontínua nos pontos ze —1 o z=1 


são diferentos. 
1 


"n dr 
es 61) e? 


(Eec. Eng. U, Р. Est. Rio - 1968). 


ame = r3 pero. 
36) do 
m + 
88) 4 


56) É descontínua para x=0 (pois os limites laterais não coincidem) 


50) É contínua em todo campo real menos no ponto z=0, onde 2=0 
é ponto de descontinuidade, pois os limites laterais da função 


CAPÍTULO XIII 


Derivadas 


1. Definição da derivada em um ponto. Seja uma 
função у=] (z) uniforme em um certo intervalo (a, b), e con- 
sideremos zo um ponto desse intervalo е Azo o acréscimo da 
variável. 

Quando a variável sofre um acréscimo Azo A função 
sofre um acréscimo Ayo=[ (то+ Azo) — f (zo). 


Ayo _ f (to + Aro) - 1 (20) 
A relação AL ® 


univocamente definida para cada valor de Azo, chama-se 
razüo dos acréscimos ou razáo incremental. 

Chama-se derivada da função y=/(x) no ponto zo, во 
limite, finito, caso exista, da razão incremental (I) quando 
Ato — 0. 

E indica-se assim : 

Ayo р 
а xc (xo) (1D 

Se a função у= / (x) admite derivada em um ponto, diz-se 
derivável nesse ponto. À 

A derivada em um ponto, quando existe, é única (Unici- 
dade do limite). 


2. Função derivada. Pode acontecer que a função 
у=] (x) seja derivável em cada ponto de (a, b). Nestas con- 
dições, a cada ponto do intervalo (a, b) corresponde um. nümero 
que 6 a derivada de f (z) nesse ponto. Assim sendo, podemos 
considerar uma outra função de z, definida em (a, b), que se 
chama função derivada de j (z), tal que, para cada z, o valor 
da fungáo coincide com o valor da derivada de J (£) nesse 
ponto. 


Derivadas 


Esta função derivada costuma-se indicar por um dos 
v ou f(x) ou а 
3. Exemplo. A função у=] (2) =224-1 é derivável em 
o, œ). 
De fato, seja Az o acréscimo da variável 
"o, аго variável em um ponto 
Temos : 


Ay =f (z + Аз)-/(а) = (z + Ar)? + 1- (g3 + 1) = 
=a + 2z. Ав + (Az + 1-%-1 = 2r. Ar + (A2)? 


Ay _ 22. Ar + (Az)? 
ENT n As 


SY =) = Jim Qz + Аз) = 22 


4. Interpretação geomé- 
trica da derivada. Seja y Pi 
uma função derivável em (a, b) 
e seja a curva C (fig. 10) a sua 
representa gráfica, 

108 ов pontos А 

(zo, уо) e B (zo+ Azo, yo-- Ayo) 

curva, e tracemos a secante 

FIG. 10 з, passando por А e B e a tan- 

gente t A curva, no ponto А, 

Se tragarmos AM paralelo ao eixo dos z, o triángulo 

pu 6 retângulo e seus catetos são os acréscimos Azo e Ayo. 
'emos que : 


~ 
= tg 8 = 20 
te BAM = tg fm 7 
Como, por hipótese, f (x) 6 derivável em (a, b), então 


im AU. 
Aio Am 7 60 
Mas, quando Azo —0 o ponto B — А e a secante s 
tende para uma posição limite £, que é a tangente à curva 
fa ponto А, e, o ângulo В tenderá então para o ângulo a, 
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Logo, podemos escrever 


im 2% _ y = 
M де; Y (zo) = tga 


Conclusão: A derivada de uma função у=] (2) em um 
ponto zo do seu campo de definigáo 6 igual ao coeficiente 
angular da tangente geométrica a essa curva no ponto zo. 


5. Interpretação cinemática da derivada. Seja um 
móvel animado de um movimento retilíneo e suponhamos que 
a distância d por ele percorrida seja uma função do tempo 


d-j() 

Se num instante t o móvel percorre uma distância f (0), 
em um instante t+ At percorrerá j (t+ Af). Então para um 
acréscimo de tempo At corresponde um acréscimo 

Ad = J} (t + А) -4 (0 


A velocidade média com que o móvel percorreu a dis- 
táncia Ad é dada pela expressão : 


да JOA 40-1 
At At 


Se o intervalo de tempo for decrescendo, isto 6, At — 0, 


a relação “ZE vai se aproximando da velocidade no ponto, 


ou instantánea. Logo, se tomarmos o limite, quando At — O 
teremos 


que é a velocidade do móvel em um instante t. 


Portanto, a velocidade do móvel em um instante consi- 
derado é a derivada da distância em relação ao tempo. 


6. Diferencial de uma função. Seja uma função 
у=] (x) admitindo derivada finita em (a, b) sejam Az e Ay 
os acréscimos, da variável e da função. 


Diferencial 


Chama-se diferencial da função ј (х) correspondente ao 
acréscimo Az ao produto da derivada j'(z) pelo acréscimo 
Az, e indicamos assim : 


dy = f' (z) . Ат @ 


^ 
O símbolo dy representa a diferencial. 
O símbolo Ay-f (z+ Az) -J (x) indica uma diferença. 


9. Cálculo da diferencial de uma função. Empre- 
pmo a definição de diferencial para o caso particular da 
unção у= 2. 


- Muro dm AP 
Como Ay Az, então 7 1 o lim -5s 1 


e, portanto, J'(z) = 1 e, de acordo com a (1): 
dz = j' (z) . A» = Az 
Então, a expressão da diferencial de uma função j (x) 
dy = ј (0). Ax 
pode ser escrita assim : 


wrod c. Yaro an 


` isto 6, a derivada de uma função é igual ao quociente das 
diferenciais da função e da variável independente. 
A expressão (II) nos permite concluir que o cálculo das 
diferenciais reduz-se ao cálculo das derivadas. 


8. Interpretação geométrica da diferencial. Seja 
C a curva representativa da função у=] (x) (fig. 11). 
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E sejam A e B dois pontos da curva de abecissas, respecti- 
vamente iguais a x e z + Az. 

Tragando a tangente і e a secante а, temos, do triángulo 
AMN: 


MN = AM .tga= Az. tga = Ат.) (2) 


e, de acordo com a definição de diferencial, 
MN = Az . f' (0 = dy 


Logo, graficamente, a diferencial dy representa o acrés- 
cimo MN da ordenada do ponto de tangência A. 


Azı = 12,1-12=0, 1 


a im 


dy = Фи. Azı =2X12x0, 1=2,4 


É fácil de ver que o erro cometido em tomar в diferencial no lugar 
da diferenga é muito pequeno. 


REGRAS GERAIS DE DERIVAÇÃO 


9. Definição. A expressão (II) do N.º 1 nos permite 
calcular de um modo geral a derivada de uma função, aliás, 
como fizemos no exemplo dado (N.º 3). Veremos а seguir 
apenas as regras gerais que nos possibilitam a derivação das 
funções que se apresentam comumente. 

Usaremos, daqui para diante, no cálculo das derivadas, 
в denominação de derivada no sentido de função derivada. 


10. Derivada de uma constante. Se y=k em qual- 
quer ponto e qualquer que seja o acréscimo Az, 
i Ay-k-k-0 
logo . Ay 
даг TO 


Derivadas 


A derivada de uma constante 6 nula. 


Exemplos : 1) So y= 2r mo 
2) Se у= senkr y=0 


11. Derivada de uma variável. Se y=/(2)=z, temos 


que 
ر‎ + Ау = + As. رھ‎ = Ал ө Ab =1 


logo 


Ay 
lim —=1 
e, portanto : Aro Az 


A derivada do uma variável em relação a ela mesma 
6 igual A unidade, 


12. Derivada de função de função. Sejam у=] (u) 
e u=g (z) deriváveis em (a, b) então RA To IF Q) e di- 
zemos que y é uma função de função de 

Dando a z um acréscimo Az, mediante u=g (х) corres- 
ponde a u um acréscimo Au e a este, mediante у=] (и), um 
acréscimo Ay. 

Partindo da identidade : 


e admitindo que existam os limites dessas razões incrementais, 
quando Az — 0, temos: 


‚Бш RE = pq) e) 


pois, quando Az +0, Au—0 e Ay—0 
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A derivada de uma fun, qu ce 
ig fun 6 to da. 
AS 


D asentados C) pode iir. Kenar, pra, ооо 


“que se tenha 


sn, u = fa (0), v = Ja (0), ..., а= fa (2) 
a função de função y=F (z) admite para derivada : 
y =P Fao) PaO ... Palo an 
suposto que existam essas derivadas. x 
~ 13. Derivada de funções inversas. Sejam as funções 
inversas, iiie: em (a, b) 
=)(1)07=9w 
A um acréscimo a corresponde, mediante y-/ (x) um. 
acréscimo Ay; e a este acréscimo Ay corresponde, recipro- 
camente, mediante х= (y), o mesmo acréscimo Az anterior, 
Supondo Az e Ay diferentes de zero, da identidade 


NC podemos escrever: 


Ay x 1 1 
DV. a dn mm 

Amar 7 And = P) 
Aj 


A derivada de relação a z é o inverso da derivada 
"do а em relação 


Orsenvação: Esta propriedado dus funções inversas $ importante 
pars o cálculo das derivadas das funções circulares inversas que veremos 


Derivadas 


14. Derivada de uma soma algébrica. Seja 
v=ut+v-z 


sendo u, v e z funções de z deriváveis em (a, b). 


Dando а х um acréscimo Az, correspondent. acréscimos 
Au, Av e Az de u, v e z, respectivamente, e, portanto, um 
- acréscimo Ay de y. 
Então, 
y + Ay = (u + Au) + (o + Av) = (e + A2) 

.'. Ay = Aut Av- Az 


e dividindo por Az, temos : 
Ay Ç Аи, Av А 


Ax шьш "Az Az 


e calculando os limites de ambos ов membros, quando Az — 0, 
temos : dy du dv di 


: 


Esta regra (T) pode ser generalizada facilmente para um 
número finito qualquer de funções. 


15. Derivada de um produto. Seja y=w sendo u e 
v funções de z deriváveis em (a, b). 
Dando a z um acréscimo Az, correspondem acréscimos 
Au е Av, de u e v, respectivamente, e, portanto, um acréscimo 
Ay, de y. 
Entáo, 
y+Ay=(u+ Au) (+A) шчо олиф дидо 

2 Ду = uA) + vôu + Audo 
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Dividindo ambos os membros por Az, vem: 


Ay Av Au Av 
^ uo ed Tu ж 


Calculando os limites de ambos os membros, quando * 
Az — 0, temos, de acordo com a definição de derivada > 


16. Observações sobre derivada de um produto. 
1.º) A regra de derivação (I), estende-se facilmente ao caso 
de trés funções y= ирг bastando observar que podemos 
escrever 
y = (w)z 
sy! mul . z+ (w). 2 


e substituindo (uv)” pelo seu valor em (I) do N.º 17, 
temos: у = ue! + ua + u've 

e pelo método de recurrência podemos generalizar a 
regra (I) para o produto de um número finito de funções. 


A derivada do produto de um número finito de funções 

deriváveis em um mesmo intervalo é igual à soma 

dos produtos das derivadas de cada uma das funções 
pelas outras restantes. 


2.3) A derivada do produto de uma constante por uma função 
derivdvel é igual ao produto dessa constante pela derivada 
dessa função. 


` É uma conseqúéncia da (I) tendo em vista que a deri- 
` vada de uma constante é nula. 

Bé you. ky =u. 0+k.w = ku 

19. Derivada de um quociente (ou fração). Seja 
y = É, sendo u e v funções de z derivéveis em fo, 0). 


Dando a z um acréscimo Az, correspondem acréscimos 
Au e Aw, de u e v, respectivamente, e, portanto, um acrés- 
“cimo Ay, de y. 

u+ Au 


Então, ut аб чи) 


ca aut Au u od шиди vAu- usr 
ШРЕК" 007 (+ Аў EE 
Dividindo ambos os membros por Az, vem : 
Au Av 


AV Ar “Ar 

Az v? + 040 

Caleulando os limites de ambos os membros, quando 
Az — 0, temos: 


dy "de “az 
ағ 7 o й+».0 7 m 


A derivada de uma fração, cujos termos são funções 
deriváveis om um mesmo intervalo, é igual ao deno- 
minador vezes a derivada do 
numerador vezes a derivada do den: 

diferenga dividida pelo quadrado do denominador. 


Exemplos : 


Dy- 


2z.1-6G 0.1, 1 
2? x 
¿2-0-.1__k 


£tl,,, 
wo WAR E 

k 
a 


dute cy 


. Derivada de ii potindle: Seja a fung&o 
у= u" (и> 0) 


sendo u шпа função de т derivável em (a, b) e m um número 
real qualquer. 
Dando a z um acréscimo Az correspond: acrése 
cimo Au e, portanto, a y um acréscimo O 
Então, y + Ay = (u + Au)" 


Co Ay = (u+ Ayo = [i49] 


erm e (ie eye - e (1428 


Dividindo por Az, temos : 


T" encanto, os limites do ambos os membros, quando 
Az 0, e tendo em vista que o limite da regal 
colchetes 6 igual a т Manos ss ber 
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Exemplos : 
DUE eiui do ye 6 cds 
2) A derivada de y = (z--3)* 

é y = 5 (2+3)* . (140) = 5 (2--3)* 
19. Derivada de um polinômio. Ё uma conseqüéncia 
dos N.º 10, 11, 14, 15 е 18. ^ 

Se y = ao" + aiz" +... ani 2 + an 


21. Derivada da função exponencial. Seja a função 
y=a", sendo a 1 e positivo uma constante e u uma fungáo 
de z derivável em (a, b). 
Dando um acréscimo Az a z, corresponde um acréscimo 
Au de u e, portanto, um acréscimo Ay de y. 
Então, y + Ay = arth y 
o Ду = а+Ач – ан = ач (oA — 1) 


Dividindo ambos os membros por Ar, vem : 
Lg, Geh bue (dino CAM 


Az Аа Ав "As 
Achando os limites, quando Az — 0, e tendo em vista 


temos:| y = maga"! + (m — Daz" +... Gn-1 


Exemplos : 

1) A derivada de y = 29 62? + 22-7 

6 y = 313-102 +2 

2) A derivada de y = 32522 é у = 1524-2 

20. Derivada de uma raiz. Seja y= Vu, onde n é 
inteiro e positivo. 1 

Temos que y = Yu = u" 

Como -L é um número real, de acordo com o N.* 18, 
vem: ud 


Ossenvação: Se a exponencial é y = в“ 
vimetlge ul .*. y нез, ш (pois lgeml) 


e, em particular, se vm e 
y =e (а derivada de e” 6 ainda e”) 


Exemplos : 
1) A derivada de y = Yz^-1 6 


ча ra 2-10. 

Vasp Voa 

2) Se y = VB, 
242 


22. Derivada da função logarítmica. Seja y—log, ч 
sendo u=/ (z) derivável em um certo intervalo (u>0). 
De acordo com a definição de logaritmos : 


"m it 8 uma 


V-I YR. S VA (VA derivando, vem : 


u=alga.y y= 


Derivadas 


Donde, finalmente : 


[n] 
i ^ 
ou, como Ta temes tambn 
qn 
Onsunvação: Be y-lgu (logaritmo neperiano de м) 
и 
De acordo com а (I) temos: y = Iga 
ou am 
Exemplos: 
D Se ye E 
2) 8e у= 16221 и- 2-2 
22-2 2 
3) Be у= en Gt -24 У = oae pa" DIES 
a y qtas E 


23. Derivada da função exponencial geral. Seja a 
função y = u" onde u e v são funções de z deriváveis em (a, b) 
e u positiva nesse intervalo. 

Caleulando os logaritmos neperianos dos dois membros, 


temos : жуто. gu 
Derivando, de acordo com os N.º 15 e 22, temos : 


Los Erro 
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cry a Ey ща 


aw tulgu. v 


a e] a 


Exemplos : 
1) Derivar: y = (lgz)* 
y -z(gzy3 . + ga .lgügz).1- 


= (lg 2*7 + (g z)" . Ig (lg z) = (lg 2)! [1 + lg z . lg (8 z)) 
2) Derivar: y =x* 


Temos: у = z.z! . 1 d - zlgz. 1 =z (1 + lga) 
24. Exercícios (Sobre N.* 10 a 23). 


Rasrostas: 
1 1) &*-1 6) Ys 
D ч om [RT 
| PEF do 
o src 8) стое 
E om 9) attt, gs ED 
EN 


10) zero 


Algebra = Terceiro 
Derivadas 


Derivada d. 3 = - 
RE MED. 


ou y = sen (2-9) 
Derivando, de acordo com o N.* 25, vem 
М y= cos (5- ): (0— w^ 


ey =senu.(-u) 


DERIVADAS DE FUNÇÕES 
TRIGONOMÉTRICAS DIRETAS 


25. Derivada do seno. беја y=sen u, sendo u=j (z) 
‚ derivável em (a, b). 
Dando a z um acréscimo Az corresponde a u um acrés- 
cimo Au e, portanto, a y um acréscimo Ay. 
Então, Ay + y = sen (u + Au) 
*. Ay = sen (u + Au)-senu 
Mas, desenvolvendo o segundo membro (trigonometria) 


_ vem: 
ду-2 sen “SU uU IE, =. 25 oos (u pie 


Exemplos: Calcular a derivada de 
D y = cos (lg 2) 
Temos: у = —sen(lgz) . E 


Dividindo por Au temos: 
Au 


Ay sen —- PM [7072 Au 
Aux ду: %9% ur - EXE cos | + 
2 


Achando os limites de ambos os membros, quando 
Ац 0, 
obtemos : 
dy = 1 X cosu = сови 


du 
E, de acordo com о N.º 12, temos: 


ж -senlgz 
т 


2) y = cos?z .*. у = 2 0082 (- senz)=-sen2x 


27. Derivada da tangente. Seja y=tg u 


Derivando como um quociente de funções temos : 


сови (008 u . u^ -sen u( -senu . ш) _ соз? u--sen? 
m сов? u s 3 tov 


Exemplos: 1) Derivar y = senz? 


28. Derivada da ngente. - 
dms pacc P у: cota! te. Seja yz cot u. 


cosu 
snu 


2) Derivar y = sen? z Podemos рое ys 


Temos: y = 2smnz.cosz = sen 2r 


sen 4 ( sen u . w”) — eos u (cos u . ш) sen? u-costu " 


w 
sen? u sen? u 
„sen? и + costu ‚__ 155 
Y = onda ы зеш?“ 
^ 
у = — cossec? u . w D 
29. Derivada da secante. Beja у=вес ш ou y— 7 


Derivando, vem : 
cosu(0)-1.(-senu.w)  senuw' senu 1 
© cos? ш сов ^ cosu' cosu ` 


[mme] а 


1 
30. Derivada da co-secante. Seja у = coseo u ou “шз 
Derivando, temos : 
senu.(0)-1.(cosu.u)  —cosuu | 1  cosu |, 
qe sen? u sen? u Bonu ' senu 


me] © 


31. Exercícios resolvidos. 
Dv mor 


ie ите, ано - 


-2) "m- 
EIER 
вео . seo 2= (2-1) secz tgz _ se022 tg" 2 FEZ _ 
v= Sec? д вест 
Qltut-Wztur. dti- женене 
sez secs 


3) у= sen? tgz? 


Temos: T n gta соат ids = Go son? tg net 


4) y = soo z -lg cosg 

5) y =tgz-cotz 

6) у= lgsen? z +2 008002 

7) у= 2eon (z -a)cos (2-0)-sen2e 


ВввровтАв: 
1) cota 4 


«^ 2) в" (senz + cos z) 9 15 


8) совео 22 6) 2cotz (1 - овес z) 
4) Geos + Digo no 


DERIVADAS DAS FUNÇÕES 
TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS 


33. Funções inversas. As funções inversas das funções 
trigonométricas diretas 
pív-snu; у= шш; y=seou 
у=сози; у = соби; y = cosecu 


são, respectivamente, as funções indicadas abaixo : 


1) ш = вговепу; u=arctgy; и = Arc sec y 
ш = arC сову; и = аго собу; и = aro совесу 


que РРА u igual ao arco cujo seno ou co-seno, etc... 
6 igual a y. 

Como há uma infinidade de arcos que satisfazem qual- 
quer uma das funções (ID, então essas funções são multi- 
formes, . 

Mas, de acordo com a definição de função inversa e 
para ser possível aplicar a propriedade (N.º 13), teremos 
que determinar para cada uma dessas funções (LI) um inter- 
valo onde elas sejam uniformes. 


ivadas 
34. Derivada de arc sen u. Seja a função Algebra — Terceiro ano- 
разма rum dto) De modo análogo ao do N.º 34, temos: 
o dominio de u 6 i, +1] ео de y 6[-5,+ 5] 
pum a 
Д (temi L Xu Como y é função de função (N.º 12) : 


Wc a 


Mas, y é função de função, então (N.* 12) Nr 
dy dy du 
du de 


dz 008 y O sinal do radical 6 positivo porque para y no intervalo 
E, como cos y = VI-sen!y = VI~ [0, я], sen y > 0. Exemplo: 
é y=arcco Vx, u= Va 
1 
temos: 247 
paz zoll 
Onsunvação: O radical de Y1—sen*y 6 positivo porque, perten- 4 M odd 
MM [- E, +]. cosy » 0. 36. Derivada de are tg u. Seja y=arc tg u, sendo 
u f(z), (- o, + ә) o domínio devo (5 
Exemplo: та? domínio de y. 
у= arosen VN k De modo análogo ao N.º 34, temos: u = іру 
зза ЕИ RED е кыы s eL 
A uL ALL. ma “dudu sey py IF 
عو‎ 


1-cosz l-cosz 7 dy 
Ss N j y 


ne 
35. Derivada de arc cos u. Seja у=аго оов u, sendo 1 SEE Qu En 
u=j (z) و‎ 


[-1, +1] o domínio de u e [0. »] o domínio de y. я Em 


Derivadas 


3T. Derivada de arc cot u. Soja y=are cot u, sendo 
u = } (z), (- e, +0) o domínio de y e (0, т) o domínio de y. 


Temos :- ц = собу 

A KEEN RS: C D ЫҢ 

“du” du ^ оовоо?у 7 1+ собу 1F 
dy 


Exemplo : 


1 
yer" Ed 
1+5 


38. Derivada de аге secu. Беја у = are secu 
sendo u = f(x), (C9, -1 e (+1, +) o domínio de u e 


[o i) e (5. +] o domínio de y. 


Temos : u = весу 
I I —M—— ЧАҢ 
* "du du  secytgy вес y Nee? y-1 uVu-l 
dy 


o sinal do radical 6 sempre o sinal de tg y. 
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= 39, Derivada de ч - 
do u = 76) Co, ML e TEL e) о demo de us 


a 0) в (0, + 5] o dominio do y 


"Temos: u = coset y 
4 dy _ 1 Y 


n. A 1 
= совес у собу ~ чүт 


тл 
4у 


YID 


_ O radical tem o sinal cot y. 


| Exemplo: у = arc cosec 


1 I 
Vl-22 “qa 
8 


ДЫ рл 


z 


TE a 
LER r Via 
= des 1 


40. Derivações sucessivas. A derivada j'(z) de y=/(x) 


My! 


E: ne geral, uma função de z. Pode acontecer que //(z) веја 


'ável e sua derivada seja J'(x). 

f(z) chama-se derivada segunda de j (x). 

E indicamos, também, com as notagões y” ou E 
Se ainda a função j"(z) for derivável, а sua derivada 


I FE) chama-se derivada terceira de J (z). E assim sucesivas 


mente definiremos a função derivada ou apenas derivada de 


. ordem n ou derivada enésima de f(x). E indicamos por y” 


Ou fem (a), 


Derivadas 


Exemplos ; 


1) Qual a derivada segunda de у=13 - 214371? 
Temos: у = 322-4: +3 e у'= 62-4 
2) Qual a derivada terceira de y = sen z? 

Temos: 


y’ = cos z, y” = —senz e y” = —cosz 


3) A derivada enésima de y = е é у") = 


41. Quadro sinótico das regras de derivação. 
(u, v e z são funções de z; a, m e k são constantes) 


тонобив DERIVADAS 


1) уч k(oonstante) 
yz 

8) y= F (u), u = J (z) 

Y w= ada dà foto) 


4) у- 
) ›-/@) быу 


Qt 
y-w 
ar 

9) y = u" (m real qualquer) 
10) у= Yu (m fntelro) 


11) y=a"(a > 
à) H =. do neperlano) 


18) y = logau 


M) y= igu т 


15) y = u” (u > 0) ym vut ш tulgu.. 
16) у = senu у т osu. u 


vunções 
у= cosu 
umtgu 
19) y = соби 
y= secu 
у= cose u 


22) y = arosen u 
28) y = arccosu 
2) у= атои 
25) y = aro cotu 


20), y = aro seou 


27) y = arocoseou. 


42. Exercícios resolvidos. 
1) Trend o valor da derivada de y= sen (z--1) cos (z - 1) no ponto 


Temos: y = cos? .". y'o = cos0 = 1 


2) Determine o valor da derivada de y=arotg 1È no ponto 2-1. 
1 é 1 
Temos: Yuan 


3) Calcular o coeficient — 
RN M AME Us a Met 

O coeficiente da tangente curva de equação у=; 

tm ponto a ie £o val da dedo di Je) ai Din 

Zo (N.º 4). 

Entáo, tga = (а) y =2-5 

е о coeficiente angular 6 уз = 6-5 = 1. 


Derivadas 


4) Qual a Inclinação da curva y=10º no ponto 2=2? 
(E. Naval - C. Prévio, 44 P. Parcial — 16/9/62). 


1%) 


Então, 
6) Derivar y = 


Т) Derivar у 
y 
v 


y 2 agio = qa s vi ‚е 


. 100 1 
tê am aro te З 89º 46 


5) Calcular LEAD 
Sendo f(x) = sen? (Ча?) 
Ра) = У 32-1 +arotg Vr 
(E. N. Engenharia — 1948). 


en A o ys .. 


Ita? 


Como aro tg Yr é uma constante, temos: 
H 
Fa) = (ans [3 as 07i - 312-0] 
logo, F'(I) = 2-)1.[22-27 -1.1g(2- D] = 1. [2-0] = 2 


тале) (10 1 
F'(1) 2 2 


ou у= (sen z?)* .'. y'=3 (sen)? . cosg" , Sz? mB? sen? 21 сов? 


= tgsen 22 
= sec sen 2r . сов 22, 2 
= 2 сов 2z . sec? sen 22 


8) Caloular a equação da tangento à curva y=22+1 no ponto de abscissa. 
z-l 


O ponto de tangénela é (1,2). O coeficiente angular da tangente 
6 o valor da derivada para z=1, então temos: y; = 2 X1 = 2 
© а equação da tangente será: 


y-2=2(2-1) ou 2-y=0 


9) Determinar um valor aproximado de Y8,0857. 
1 
Be у=] =#%, então 380857 = /(80857). 


De acordo com o N.º 8 (Observação) : А 


Y 80857 = y + Ay = (8,0857): 


É d 
ou, aproximadamente, у + dy = (8,085 7)3 


A inclinação da curva em um ponto é a inclinação da tangente à y ST = 
curva nesse ponto. 3 " A А à 

mise 1.77, 0, 
Então, temos: V e a= yz jd. gy, 90807 09897 0,007 14 


«S y+ dy = 2,00714 


(Por logaritmos o aluno achará uma rais cúbloa bem aproximada) 


43. Exercícios para resolver. 
1) o a derivada da função y=z°-1 aplicando a definição de 


Calcule as derivadas das seguintes funções : 


2) ye e +arctg Vo 
3) у=з'-з%+3 


210-0 


y = 22 анс w. 


20) y-i tato 
(Pao, Eng. UEG - 1909). 
20 у= Ya 


27) y = log, (a + V2? - 1) 
(PUO - 1903). 

28) у= ораг 

29) y = logiosenz 

80 ут z” 


8) y= 


1 
Vala 
(B. Eng. Mackansio — 8. Paulo — 1941). 


3) yey EE 


(E. Eng. Mackensio — В. Paulo — 1947). 
33) y = (cosz)* 
м) yn” 


230 Derivadas 
1 30) y =z*arotgz 
35 y= (E. Eng. Maekansio - B. Paulo - 1943) 


z 
f м) vt а. тее. 


(Е. N. Químios - 1959). 41) y = VÍ - aro cos E 


= (60242) TF 
prom 42) y= are te 


e- 

38) у= —— NI -1 
(C. Pedro a Pedro II, Ext. Centro 45) um erect +l zh 
=i P. Parcial ~ 1089). 


ETT) 
44) y = arcsen (senz) -aro tg Trees 


ш узине 46) y = aro oosoosooz 


Calculo a derivada de 25 ordem das funções : 
4D) y= zi- Se tl 48) y = sonz- coss 


Calcule o valor das derivadas das funções abaixo no ponto de abscissa 
z=-l 


49) y = 25-302 -2-1 50) y = e? + ez ~logio e 


indi- 
culo o coeficiente angular das tangentes às curvas abaixo 
prodr ne eer 


Ы) ута nl м) у= Ча-1 

Calcule а inclinação da tangente À curva, de aquação abaixo Indl 
a ha onda de ab P 

уз +е+3 


м) Bendo y = J (NT 6062), dà в expresso de E. 
(F. Eng. da U. Rio de Janeiro — 29/5/81). 
FQ 


mat е F(x) = (2z - 1) rtc ntt 
Dela s qiix da ay ENEs O 


86) Sendo jia) = е, calcular / (2) - di Pim ding UU 


E 
(E. Sup. Agronomia — Pernambuco — 1948). 
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58) Calcule a função derivada de 1.º ordem da função 


y =arcsen Vi-z2 
(E, М. Engenharia — 1939), 


59) Se //(а) = -1, qual é a inclinação da curva representativa de y=/(x) 
no ponto de abscissa т=п? 
(B. Naval = 13/3/53), 


60) Calcule а derivada da função у = e7* log, z 
м (UFF = 1971), 
61) Diferencie a função у = (1+22)5 * 


(E. Eng, Mackenzie — S, Paulo = 1940). 
62) Determine dy da função y = (al = гуз 
(E. Engonh, Mackentie = 8, Paulo — 1942). 


83) Ache a derivada da função y = reduzindo-a А forma mais 
simples, Vm- па? ^ 


(E. Técnica do Exéreito = 1045). 


64) A derivada primeira de f(z)=arctg ҮТ 6 igual a ded 
(Fue. Flum. Engenharia - 1967). 


85) Qual o coeficiente angular da tangente à curva y=2? — 12244, no 
ponto do abscissa 8? 


(UFRJ - 1970). 


66) А equação du tangente à curva y = z? no ponto s = 1 é: 
(МАСК = 73 - 8. P). 


67) Calcule, com auxílio da diferencial, um valor aproximado de 37 


1 


68) Sendo f(x) = IFI 


+ calcule f'(2). 


(UEG, - 1972). 


69) Sendo fiz) = sen? 22, calcule ma) 
(Fae. Eng. UEG ~ 1963). 


70) Calcule o coeficiente angular da tangente à curva y = z'h- L2 +2 
no ponto cuja abscissa é S. 3 
(Engenharia — 1966 - GB). 


RrsrosTas: 


Dy-2 51 

Be 6) 222 

3) 32222 7) y = (asl) 
4) dar? — 8) 2:* 


Derivadas 


w) سے‎ 

и Уза +1 

16) 22 сова? 

17) sen 22 

18) = sen (3224) . (02 4-1) 
19) 25002 27 


29) cotgzlogio € 
30) *(g2+1) 


34) e* (Hg) 2* 
85 0 


2 122 
ur (- 279) 
"EE 
Yi 
Bat- 162948241 
DI 


з) [E +2 netas 
40) += 


Y 
а N 1-2 


38) 


2 
eo 244 


ms 

LET 

Pr do. 
vica 

45 -1 

4D 122-6 


88) (cosz)'-!.[cosz]gcosz- zsenz] 59) 185° 


05) 15 


А 66) y-32- 2 
a 5 (09-29) ат 67) 2,002 5 
y 1 
n вв) - X 
9 Veces 69) - ч 
1 m 
PET E TUSCE 


APLICAÇÃO DA TEORIA DAS DERIVADAS 
AO ESTUDO DA VARIAÇÃO DE UMA FUNÇÃO 


44. Funções crescentes e decrescentes. Já vimos 
К: de funções crescente e decrescentes em um inter- 
Vejamos agora, as representações geométricas de uma 
função crescente (fig. 12)e de uma função decrescente (fig. 13), 


examinando, também, a inclinação dessas curvas representa. | 


Seja uma função y=f (2) definida em (a, b) e sejam 
М e P, de abscissas zo e z-—zo-- Azo, dois pontos de sua 
eurva representaliva. 
D ¿Na figura 12, todo ponto Р, à direita de M |zo, f(zo)] 
tem sua abscissa z> zo, pois Azo», e também sua 


Derivadas 


М 
19 qa 

10) 220082? 

17) sen 22 

18) = sen (32241). (64-1) 
19) 2sec? 22 

20) tg zt tg?z 


4 
Drop 
28) 2n 2152. cosg 
24) 2." 


29) cotg z logio e 
80) 2° 0g2+1) 


81) ~a Fay 
82) вест 


34) e* (-Hgz)* 
85 0 


38) (cos 2)'=1 [cos z lg cos z — z sen z] 


2 12% 
30 gr: (ae 
37) 452+102 
КЕЗ 
Bz*- 162246741 
Va 


39) Tg F2. anoles 
1 

O пй 

ш vis 
2 


a+ 


88) 


42) 


ae 
43) 2%-1 


өт 


1 
9 т=н 
46) -1 
47) 1222-06 
48) cosz-senz 
49) -5 
50) 0 
51) 33 
52) 0,5 
58) 45 
DEI 


55) 3 
56) de? 

2 
9 zu 


а асг 


59) 135° 
б) e* (2-а) 
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. 81) 10 (1--22)*dz 65) 15 
р a. 66) у= 32-2 
62) -з 3 (aM - 2) dz 67) 2,0025 
1 
т 08) - 55 
© uu 15 
69) - 8 
IC Ж 1) - À 
PRE = 


APLICAÇÃO DA TEORIA DAS DERIVADAS 
AO ESTUDO DA VARIAÇÃO DE UMA FUNÇÃO 


44. Funções crescentes e decrescentes, Já vimos 

a definições de funções crescente e decrescentes em um inter- 
lo. 

Vejamos agora, as representações geométricas de uma 

função crescente (fig. 12)e de uma função decrescente (fig. 13), 


examinando, também, a inclinação desses curvas representa- 
tivas, 

Seja uma função у=] (2) definida em (a, b) e sejam 
M e P, de abscissas то e z—zo-- Azo, dois pontos de sua 
curva representativa. 


D 9а figura 12, todo ponto Р, à direita de M Izo, f(zo)] 
tem sua abscissa z> zo, pois Azo >0, e também sua 
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ordenada у= f (20) + Ayo? f (zc), pois Ayo>0, então, 


a função é crescente e a razão E 6 positiva, e, 


portanto, lim Sh (a) >0, o que verificamos, no- 
tando que a tangente à curva, em M, tem seu coefi- 
ciente angular m0, pois m=tg a (a<90º). 


Concluímos, então, que, quando a função é crescente, a 
sua derivada é positiva, 


ID Na figura 13, todo ponto P, à direita de M (zo, yo) 
tem sua abscissa т> zo, pois Лхо>0, mas, sua orde- 
nada у<уо=] (zo), pois Ayo <0, então, a função 6 

Ayo im Аю. 
decrescente. A razão Ax e, portanto, Qm. AR 
= (00) «0, o que verificamos notando que a tangente 
geométrica à curva, no ponto M, tem seu coeficiente 
angular m=tg a < 0, pois a, neste caso, 6 do 2.* 
quadrante. 


Conclufmos, então, que, quando a função é decrescente, 
& sua derivada é negativa, 


Ossunvação : É fácil de verificar, também, que se a função y=/(z 
6 derivável em (a, b) so em cada ponto zo, de (a, b), se tiver: 


Y (zo) > 0 a função é crescente 
J'(zo) < 0 a função 6 decrescente. 


45. Máximos e mínimos relativos. Seja uma função 
у=] (x), definida em um intervalo (a, b). 

Diz-se que a função y=/ (x) passa por um máximo (rela- 
tivo), num ponto zo de (a, b), ou que o valor que toma a 
função, em zo, é um máximo (relativo) de y —f (x) se fixado 
e>0, arbitrariamente pequeno, se tenha 


1@ <f (z) para |z-zo| «e 


isto é, quando o valor da função, f (zo), for maior do que 
qualquer outro valor de J (2) para | 2 ~20 | < e. 
De modo análogo define-se mínimo relátivo. 


Quando quisermos nos referir a máximos ou mínimos relativos, 
As aparas máximos e minimos 


de 
25) Os valores de máximo (relativo) ou de mínimo (relativo) 

função denominam-se extremos ; o ponto zo onde a função é um 
ma fun aa Um ecbemanis анато ош minimante) 

85) Em um ponto zo, extremante da função ela não pode ser cres- 
` семе nom decrescente. 

4*) Em um intervalo (0, b) podem existir vários ou infinitos valores 
2, para ов quais a função tenha valores extremos (relativos). 

Бл) Um máximo ou mínimo, relativos, de uma função, 


da 6,0). 
(a,b), geralmente não 6 o maior ou menor valor da função em 


ser menor do que um mínimo (fig. 14 — Mı e Р) 


. Representação geométrica dos máximos e míni- 

E moe Beja uma fungáo vel (2) cuja curva representativa 6 C 

(fig. М) e uma curva y=q (2) cuja curva representativa 6 C'. 

Quando uma curva por um máximo, como em M, 

М, e Ma (fig. 14) as ordenadas correspondentes são maiores 

do que aquelas que a precedem e seguem, imediatamente 
(N.º 44 — D. 
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Quando uma curva passa por um mínimo como em P, 
Pi e Ps (fig. 14) as ordenadas correspondentes são menores 
do que aquelas que a precedem e seguem, imediatamente 
(N.º 44 — ID. 
As tangentes às curvas nos extremos são“paralelas aos 
eixos dos z, isto 6, tg a=0, e a função não é crescente nem 
decrescente nesse ponto (N.º 45 — Obs. 3). 

É fácil, pois, de concluir que, num ponto extremo a deri- 
vada da função é nula. 


47. Sinal da derivada segunda. A conclusão anterior 
não é suficiente para afirmar se o ponto é de máximo ou 
mínimo. 

Estudemos o sinal da derivada segunda da função a fim 
de possibilitar o cálculo dos pontos extremos. 


a) DETERMINAÇÃO DO MÁXIMO. Seja у=] (x) uma função 
definida em (a, b) e admitindo um máximo em um 
ponto de (а, b). Seja, por exemplo (fig. 14) M 
esse ponto. 


O valor zo que torna máximo a função y, anula y”, e, 
portanto, nesse intervalo onde a função y 6 crescente até My 
e depois decrescente, y” passa de positiva para negativa. 
Então, se a função y”, em (a, b), era positiva, se anulou e 
depois passou a negativa y” 6 decrescente em (a, b), logo, 
(N.º 44), sua derivada y” < 0. 


Então, um valor zo de (a, b) que anule f(x) e torno 
J(=) < 0 6 um ponto máximo de f(z). 


Quando f” (xo) « 0 a curva volve a concavidade para 
baixo no ponto zo. 


b) Dererminação ро mínimo. Seja а função у=ј (z) 
definida em (a, b) e admitindo um mínimo em um 
ponto de (a, b). 


Seja, por exemplo (fig. 14), P; esse ponto. 

O valor zo que torna mínimo a função, anula y”, e, por- 
tanto, nesse intervalo, onde a função decresce até Pi se 
anula em P, e em seguida cresce, a derivada y' 6 negativa, 
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^ бв torna-se positiva, então, a função y” é crescente 
E reri e, portanto (N 46) sun derivada y” > 0, 
nesse intervalo. 


de (a, 5 ule /'(2) e torno 
Edi I. 


Quando f"(zc) > 0 a curva volve a concavidade para cima 
no ponto zo. 

48. Pontos de inflexão. Demonstra-se que se zo anula 
f'(a) e J"(z), podendo mesmo ocorrer que anule f" (2), 
ве $ (x) é a primeira derivada que não se anula рага z 
se tem: 


Sexo) >0. 
п pat A утту < 0... 
n impar 4 720) яе 0 .... ponto de inflexão. 


Chama-se ponto de inflezáo, 7 
ao ponto onde а curva não volve 
a concavidade nem para baixo 
nem para cima, isto é, onde a 
derivada segunda é nula. 
Num ponto de inflexão, a 
curva é cortada pela tangente, r 
nesso ponto. Exemplo: 
A parábola cúbica (fig. 15), 
cuja equação representativa é 
y=z°, tem, no ponto х=0, um 
ponto de inflexão. 


49. Determinação dos ex- FIG. 15 
tremantes e extremos. Pode- А 
шов, resumindo, estabelecer в seguinte regra рага a deter- 
minação dós máximos ou mínimos de uma função derivável 
em (a, b) e com derivadas sucessivas finitas. 


. mínimo 
máximo 


Rnora: 
15) Calculamos as derivadas /' (x) e j” (2) 
2.) Achamos as raízes z, da equação J’ (2) = 0 
3.2) Calculamos f" (д), e se: 


Máximos e mínimos 


a) j” (z)>0, т, é um valor que torna mínimo; 

b) f” (z) <0, z, 6 um valor que torna máximo ; 

c) $” (z) =0, calcula-se п, que é a ordem da primeira 
derivada: J'"(z) » 0 e se tem am mínimo, 


máximo ou ponto de inflexão, conforme vimos 
nos N% 47 e 48. 


Esta regra pode ser resumida no seguinte quadro: 


ra 


yea = o n ( 
n impar 


50. Observação. Quando o cálculo de j"(z) 6 muito 
laborioso, ou mesmo em outros casos, podemos determinar 
ве т, 6 mazimante ou minimante, bastando para isso verificar 
a variação do sinal da derivada /' (z). 

Se em z, Ј' (х) passa de positiva para negativa, f (2) 
6 máximo. Se em z, f'(z) passa de negativa para positiva, 
fz) é mínimo. Isto é, se para valores à esquerda de z, 
]' (z)>0, e para valores à direita de #, /' (2) «0, J (z0 é 
máximo; е, se à esquerda de zq /' (2) «0 e à direita de т, 
У (2)>0, f (x) é minimo. 

Esta mancira de proceder constitui uma outra regra para 
determinação dos extremos e, geralmente, é a mais indicada, 
pois oferece menor trabalho, além de permitir a determinação 
dos extremos de f(z) em condições que a 1.º regra não 
permitia, 

Pode ser resumida assim : 

1.º) Acham-se os valores х; que anulam f' (2). 

2.º) Se J’ (х) tem nas proximidades de z; um sinal cons- 
tante negativo para z < т, e um sinal constante 
positivo рага х > zy 2; é minimante; se, во con- 
trário, J’ (z) é positiva para z < z; e negativa 
para z > z, então z, 6 mazimante. 


51. Exercícios resolvidos sobre máximos e mínimos. 


1) Achar os extremantes da função: у = z* - 2z + 3. 
Temos (de scordo com а regra do N.º 49): 
a) у= 22-2 у= 2 
b 22-2=0 Jenal 
5 Como y” > 0, sempre, então, z =1 é um minimante, (O mínimo 
da função é уу=1-2+3=2). 


Nora: De modo análogo poderemos estudar a variação do valor de 
qualquer trinômio do 2.º grau. 
2) Achar os extremos da função: у =z- 62? + 92 - 17. 
Temos (de acordo com a regra do N.º 49): 
а) у = 3223-122 +9 е y” = 62-12 
b) 822-1020 =0 ou 22-42 +3 =0 
som c8 0 =1 
0-12 = =6; logo, 1 é um mazimante. 


O máximo da função 6 yı = 1-6+9-17=—13. 
O mínimo ds função 6 ya = 27-54 + 27-17 = -17. 
= fa) = 23-623 + 92-17, sem, 
ba roe Mor da 
Temos (de acordo com а regra do N.º 50): 
19) f'(z) = 3z? - 12r + 9 оп (2) = 3(2? — 42 + 3) = Ba ~ 1-3) 
2.) É fácil de ver quo, no ponto z=1, /'(z) passa de positiva para 
negativa; logo, /(1) é um máximo. М 
E, no ponto z=3, /'(x) passa de negativa para positiva; logo, /(8) 
6 um mínimo. 
4) Achar os extremantes da função y= 229 – 1212424245 
а) y = 62-242 4 е у' = 122-24 
bn-mn-2 
e) m =0 e y" 12 


n impar, y”! > 0, então, 2 é um ponto de inflexão. 
A função não tem extremantes, 
5) Achar os extremantes da função 


Máximos e minimos 


ес 
9) (а) = 2* 223 4z? = 22 (z3 2s + 1( = چ‎ (21) 
25 B s do vor que f no pano c ou go ponio e 


o não 
do de sinal pol na proximidade de z = O ou z = 1, Jz) 6 


Então, z =0 e z=1 são pontos de inflexão, 
6) Achar os extremantes da função у= S + 1-2, 
Temos (N.º 49): 
а) flo) = 3e? + 2 +15 e f(z) = 0s +6 
b) 8224-62415 =0 ou z* + 2z +5 = 0 

cujas raízes não existem no campo real, 
€) Não é possível verificar o sinal de /”(z), 

Di então 
مار کے‎ 


7) Dividir um número N em duas 
tais, 

Logd in, que o seu produto 

Sejam т e. № —z essas partes. 

„^+ o máximo da fun- 


FIG. 18 


vma(N-2) 7-2 + Ма, 
DyN o y-2 


D FN =O s ne X 

с) Como y" « 0, sempre, Ó Logo, o 
número deve ser dividido em partes Iguais. 

8) Qual o triângulo isósceles do maior área que se pode fnserever num 


ja ABC i j 
EM VM ^ ВС Na pagi isósceles de altura z inscrito em um efroulo 
Bua área será: Í 

8 = 7 AB.CD = AD x CD 

Mas, CD=z e AD! = zQR-z) 

(“Relação métrica no ofrcálo” — C. Ginasial) 
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"Temos então a função: 


ou sa 
Achemos, então, os extremos da função S = J(z) = КЕТЕТ 
Bra? -4r _ 2 (8R - 20) 


Temos: s= 
= 2Ч?Ёх*-:* Ү?Ёт-1% 

É fácil de ver que S' = 0 para 2(3Ё — 2x) = 0, isto 6, para z = 0 
ou т = ©, mas, se ж = O não satisfaz, então, no nosso caso, 


2 
2-7 6 o valor que anula S’. 


Cono para z < ÊÊ, $ >0 o para # > 3687 <0, então, no ponto 


a = BR, y рала do positivo para negativo o, portanto, s = А 
6 um mazimante (N.º 50). 
ar ҮЗ 
E o máximo é 8 = Г ma VZR cs) = SETE 
E como шык 6 a krea do triângulo equilátero, então o triângulo 
procurado 6 equildlero. 


52. Estudo da variação de funções. Para o estudo 
da variação de funções de uma variável real, podemos, de 
acordo com o que acabamos de estudar nos itens anteriores, 
estabelecer a seguinte marcha : 

8) detormina-se o campo de definição da função ; 

b) calcula-se a derivada da função e estuda-se o sinal dessa 
derivada, determinando nos intervalos de continui- 
dade os valores da variável que anulam a derivada; 

c) acham-se os máximos, mínimos ou pontos de inflexão ; 

d) verificamos os intervalos onde a função é crescente 
ou decrescente ; 

e) acham-se os valores particulares da função nos pontos 
2=0, 1= + « e nos pontos onde ela se anula (quando 
possível) ; 

0 faz-se um quadro com um resumo geral dos resultados 
encontrados e com о seu auxílio faz-se а represen- 
tação gráfica da função. 


Vejamos a seguir dois exercícios exemplificando esse 
estudo. 
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e) y «0, sempre, logo, a função 6 sempre decrescente. 
Para 2<1, /"(z) «0, e a curva volve a concavidade para baixo, 
Para 2» 1, f"(z) >0, e a curva volvo a concavidade para cima. 


D HO =0, lim f) = lm j) =1 
a. apo ` 


Estudar a variação da função : 
(02-645 
a) Campo de gefinição : 
Eo, +2), 


b) Não apresenta pontos 
are alla 


c) y =2-6 2-6=0 7 
2-8 


9 


Gráfico (fig. 18) 
55. Questões de concursos resolvidas. 


d) y” «2 logo, z= 8 6 um 


ou RO para 2-6>0.. 
z 
^ 
И <0 pora 2 «8 1) Sendo т = Î exprimir А, explicitamente como função de m 
determinar os valores de m quo toruom À negativo. 
mz + 10 


Dizer em seguida se, para esses valores de m, a função y = 3 
6 crescente ou decrescente, justificando a resposta. sta~ 
(E. N, Engenharia — 1047). 


A função 6, pois, decrescente em (~o, 8) e crescente em (3, + 00) 
Л 19) = 5, 1(5) =0 e f) =0 
lim f(x) = + o 
mu 
Im аз 


a) h em função de m 


Temos: 99 2m - 1 


b) valores de т que tornam à <0 


Para que se tenha h « 0, basta que 
log(2m-1)<0 .". 0 Z2m-1«! 


Então h <0 para PLI 


e) Crescimento de y no Intervalo [ , 1) 


y m? - Bm — 10 

Y етт 

Como у tem o sinal de seu numerador, pois o denominador é, 
т 7 3 -m, sempre positivo, então o sinal de y' 6 о sinal de 
m? - 3n - 10. 

Os zeros do trinômio são б e -2, então, o trinômio tem о sinal nega- 
tivo para os valores do intervalo (-2, 5) des raízes. 


54. Outro exercício. 
Estudar a variação da função 


$ jad 
ipo de 
a) de definição : 
ED tro) 
у E descontinua no ponto 


д Y = gnis não м va 
lores que anulem y' 
2 
d) y” = Zip nio há pon- 


tos do inflexão, pois sem- 
Pre "0, 


Togo, in 10 < 0, no interno E 1) o, portanto, у <0, 


A função é, pois, decrescente (N.º 44). 
п) Achar os máximos e mínimos da função у= (2+1)? (24)1 


19) y = (105-40) Q3 - 45-1) (P. N. Filosofia ~ 1048). 
25) Achemos ns raízes de y'= 0, ^ 
y= 5(z +1) (2-1) (2-4) 
4 fácil de ver quo z«-1, 2=1 o z=4 são os valores quo anulam y. 
зә 
O Para am V = (-50@+4-)<0. Logo, 22-1 6 um 


O valor máximo da função 6 y =0, 
D) Para z= 1, y” =(-30)(2-4-1) «0. Logo, z= 1 6 um mini- 


O valor numérico da função 6 ATA medos 


9 Para z = 4, y" = 0. Caloul id 
+ Оха LM Bro O а. id 
T Pi a es O + 10(82=16= 1) 40, Logo, 2=4 6 um 
Ш) Estudar a variação da função 
y tetris) 
a) Campo de definição: (-», +e) 
b) Não apresenta pontos de descontinuidade, 
9) у m = (Ba? = 8) eto 
Edo aid sempre. Logo, у = 0 para 323-8 = 0 ou 


d) Mas (N.º 50), no ponto z  — 1, y” 
E PPP a de gi pera pe 


(F. N. Filosofia - 1040). 


E, no ponto z = 1, у passa de 
positiva para negativa, logo, 
z= 1 é um mazimante. 


(e,-1) e (+) 


|. 5) ye z* -0:* 102-7 


crescente no intervalo (-1, +1). 
f) vo =1; y nunca se anula: 
lim у= +е e lim y=0 
exce + 


ананы 
+|+ 
MESS BD HDK 


Gráfico (fig. 19) 


56. Questões para resolver. 

Determinar os intervalos em que as funções abaixo são decrescentes: 
" 1 B) y= 28 az - t AN 
dw. ores- Duma i 
2) y=22-0045 O p= tu 8y-2 7 


Determine os intervalos em que as funções abaixo são crescentes 
2 


9) у= 7-62-22 
10) y= z? — 4z + 10 19 qua? 


M) y= 7442-21 1 
M) y= трт 


15) A função y = 2 (108-23) 6 crescente no intervalo... 
(P. Plum. Engenharia — 1957) 
Achar os extremantes das funções: 
16) у=21+1 20) y-(s-1*6-2* 
17) yii +72- 18 
18) y= 5-223 
19) y=at-B+3 
20) yert- mtb 42 
21) y= 24 - 2:2 +40 
25) y=3-2(2-1)7 
Achar os extremos das funções: 
26) у=з%-б+2 29) y2 31-82 42 
27) y =-22% 82-11 30) y =(=-3)* (2-2) 
28) Calcule os máximos e mínimos da função 
y m 22 - 1522 + +6 
(B. Politécnica U, Cat. Rio - 1987. 


35) Diga so а função y= EEO 
valo (-8, -2), e porque. 
Diga qual o valor máximo da função 
36) y= zemas 87) y= sens + coss 
38) Determinar o máximo e o mínimo da função: y% 27728 
298 
(E. Aeronáutica — 7/1/62). 
(Sugestão: usar о processo Indicado no N.º 50) 
30) Pesquise ов máximos e mínimos da função: 
(E. Nara - 1980, 
(Sugestão: usar o processo indicado no М 49) 
Estudar a variação das funções: 
40) pmat- de +3 


(B. Naval - 1944). 
(Sugestão: usar o processo indicado no N.º 40) 
NE 
arw- T 
ERE (B. Naval = 1980). 
(Е. N. Química — 1941), 


м A E TE. N, Engenharia - 1996), 
ота : A pesquisa dos pontos de inflexão das duas últimas funções 
devo ser abandonada, pois recal na resolução de equações do 3 


Paetus вов alunos seguirem o processo do N.º 50 Para esses exer- 


46) Estudar, considerando o sinal da derivada, as variações da função 


var lt 


(Examo de Baobarolado - Lille, Pranga). 
47) Estudar a variação da função: 5 


"тат vi 


08. Militar — 1984 


Dentre os retângulos, de mesmo perímetro, qual о de maior área? 
Com 28 palitos de fósforo, construir um retângulo cuja área seja 
máxima. 


50) IQ aa dimensões do retângulo de menor perímetro ө de drea igual 
в 100m: 

51) Qual o setor de área 64m?, que tem o menor perímetro? 

52) Qual o perímetro do triângulo isósceles de maior área que se pode 
inscrever em um círculo de ҮЗ metros de raio? 


58) Qual o volume do cone de revolução do maior volume, inscrito em 
uma esfera de 3 metros do raio? 
54) Qual é a altura do cilindro circular reto de maior volume, inscrito em 
. шпа esfera de raio igual a ҰЗ metros? 
55) Qual a área do trapézio de maior área que se pode inscrever em um. 
semicírculo de 2m de raio? (A baso maior é o diámetro). 

в áron máxima do um retângulo inscrito em um triângulo equi- 
ЖОООП e 
87) Determinar о volume do cone reto do volume máximo inscrito numa 

esfera de raio igual a 10m. aw o 
58) Qual o paralelepípedo retângulo de volume máximo que se pode 
inscrever em uma esfera? 
59) Dentre os triângulos retângulos de mesmo perímetro, qual o de área 
máxima ? 


60) Calcular a relação entre a altura o o raio da baso de uma lata do con- 
serva de modo а se conseguir, na sua confecção, o máximo de eco- 
nomis do metal, 


Sugestão: A lata do conserva 6 um cilindro de volume RA = 
o área total: 2h 2e? = 8.º. IDEA e вае + у. 


61) Um tanque de forma prismátioa, sem tampa, construído com chapas 
de aço, tem a base hexagonal regular. Seu volume é de (4m?, 
O custo dos lados 6 de 10 cruzeiros o m? e o da base 20 cruzeiros 
o m?, Pergunta-se : 


о) (Quais dovem ser as dimensões do tanque para que o custo soja 


b) Qual é o custo mínimo? 
(P. Arquit. Maokensie = B. Paulo - 1952). 


8 (0, +=) 
7) Co, +0) 
8) (0, +=) 
9) (-0, 3) 
10) (2, +0) 
5) (1,5) Ш) Eo, 2) 


28 Variações de funções 
12) ) e (4а, +) 28) == 4 шах, z= 16min. 
o Bo) 24) z= $min. 

(=, 0) 
15) (-6, fg Mime) 25) Não tem extromantes 
16) z = Omin. 20) min. y = 7 
17) z = -3,5 min. 27) max. y = -3 


18) z = Omax. 
19) z= 1min. o z= -1max. 
20) z = Omin. 
21) z = Omax, z= + 1min, 


22) a= max. e 2=2min, 


28) max. y = 17 ө min.y = -10 
29) max. y = 2, min, y = —14 


30) max. y = É o пуно 
31) Sempre crescente 


82) Docrescente (о, 0) e crescento (0, +) 
83) Crescente (-%, 0) e decrescente (0, + co) 
34) Decrescente (0, +») 

85) É decrescente pols, y’ < 0 nesse Intervalo 


sm vz 
38) y(-3) = 2(máx.) e y(0) =-1 (mín.) 
30) v(2)=- (min). O ponto (8-3) 4 um ponto de inflexão de y 


48) Quadrado 
49) Um quadrado com 7 palitos 
de cada lado. 


50) 10m cada uma 
Ы) R= êm e i= 10m 
52) 9m 


ва) ms 


54) 2m 
55) 8 УЗ та 
56) Metade da área do triângulo 
32 000 7 

81 


61) Aresta da baso = */ Y Om; altura = 8 У аеш e о custo mínimo 


960 Y *j, cruzeiros. 


CAPÍTULO XIV 


Primitivas imediatas 


,, 1. Funções primitivas. Dada ums função /(z) defi- 
nida em (a, b], chama-se função primitiva pup ad 
primitiva de J (2), a toda função g (2), também definida em 
la, b] e cuja derivada g’ (2) =] (z), em todo [a, b]. 

É Demonstra-se que toda função contínua admite uma 
primitiva. 


2. Teorema, 


Se glz) é uma primitiva de f(x), então g(z) + C, 
onde C é uma ошо, Á imn; uma primitiva 
le f(x). 


De fato, se y (x) é uma primitiva de f (2), por definição : 
y) = (а) 
Mas, de acordo com os №" 10 е 12, temos que: 
lo (2) + C 2G) + C' = g' (x) +0 


e, por definição, [g (2)4-C] 6, também, uma primitiva de f (2). 


Onsunvagio : Pelo que acabamos do ver, conclufmos que dizer 
T 
a primitiva de f(x) é errado, pois existe um número infinito de primiti- 
vas do f(z). Exemplo: 


Uma primitiva da. função y=cosz 6 sen z, 
Mas, senz+2 ou senz+r são, também, suas primitivas. 
3. Integral indefinida. Seja a função f(z) e supo- 


nhamos que ela admita uma primitiva g (2) ; se admite uma 
primitiva, admite uma infinidade : 


о) +С 
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A expressão g (z)--C se denomina integral indefinida ou 
simplesmente integral de j (z) dz, que representamos com o 


Коо Si (o) de 


símbolo esse que representa, pois, todas as primitivas de j (x) 
е а função / (х) de chama-se função integranda. 
Portanto, se g’ (х) = j (х) podemos escrever : 


Sd =g) +0 @ 


Exemplo : 
As primitivas de y = cos х são representadas por 
Јеов х dz = snz +O 


Onsenvação; A (T) não é uma equação, nom uma Identidade, 6 
sim, uma igualdade convencional. 


4. Constante de integração. Chama-se integração ao 
processo usado para achar a integral indefinida de uma função. 

Não há regras fixas para a integração, como existem para 
a derivação, entretanto, é possível resolver, elementarmente, 
o problema da integração, em grande número de casos, No 
cálculo da integral indefinida, q (z)--C, de f (x), determina-se 
o valor da constante С, de acordo com cada caso particular, 
conforme for mais conveniente. 

A essa constante arbitrária C denominamos de constante 
de integração. 


5. Transformações úteis na prática da integração 
(Identidades convencionais). 


Derivando ambos os membros de (D, do N.º 3, vem: 
afro =vm+0=16 a» 


Como kg (2) é uma primitiva de kf (x), sendo k = constante, 
se tomarmos para constante de integração КС, temos : 


Jkf (2) dz = kg (2) + КС 
ou Kf (z) de = k lg (2) + C] = kff (2) de 
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Como casos particulares, podemos escrever : 
Pa La 
f(-1 G1 de == ff (e) de 
fidem Ef kg) de ^ 
Hodier PO as 
6. Primitivas imediatas (Quadro-resumo). Como, das 
definições, se g' (х) = f (z), temos: 
Ла) de = 9 (2) + X 


então, recordando as derivadas das funções elementares (ver 
quadro sinótico), podemos escrever imediatamente : 


DIFERENCIAIS 


1) d(z+0) = de 
эа(-Ъ+с)- 


PROCITIVAS 
D Jde=z+0 
2 f£--L.c 


Же s "m 
за (тс) наа da fu de O 


| 
| 
| 
| 
i 
і 
Н 
i 
і 
(mta) 1 
2 d 

4) 4(% тс) = Ут IE Ја idas 
a* " i 
5 2 (с) = ati | 
6) 4(а*+С) = a*lgadu | 
т) d(e* C) = ечди | 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
i 
і 
! 


5 Јаҹи- E +0 
9) fa*lgadu = a* C. 
7) Sedu = чс 

$ fZ -rute 


9) Soosudu = sen u--C 


8) dela - C) = È du 
9) d (sen u+C) = cos udu 


10) d(-cosu--C) = sen udu 10) fsenudu = -cosu--C 
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DIFERENCIAS 
11) d(tgu+0) = sec? u , du 
12) d(-cotu+C) = cosec? udu 


11) Јвес? иби = tgu+C 


12) feosec?udu=-cotu+0 


du 
o с 
18) J5 are sen u+ 
ou 


19) ب دو د‎ + ©) = EO 


ou 


du. " AECA 

f AT emere d(carecosu C) = yiz 
du 

м TÉ = rots + O M) dare tg u +0) = DIA 


ou 
ү du 
Jr Ta m-aro cotu+C апос) = S 


7. Exemplos. 
a 
1) Јес = T +0 


9 /3 а= 36240 


J-2 7 +0 5) J5atds = +С 


H 
seam Lao O Ји 


2) 

3 

7) J2coszdr=2senz+C 8) f-senzdz = совт + С 

de de arc sen = 

fes So SS‏ د 

8. Integral de uma soma. Suponhamos que: 
ui е ua sejam funções de z. 

Sabemos que a derivada de ш + us 

6 uus. 

Logo, [ш + ud) dz = wi +a +0 


+0 
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Generalisando, podemos dissr : 46) Diga quais das expressões abaixo são primitivas de [irets*ds: 
"+2 
A integral indefinida de uma soma algébrica (finita) E" des 
b) et d) e-1 
de diferenciais 6 igual À soma algébrica das integrais m 2 woes 
7 47) Determinar as intograis: 
Exemplo : a) T tgrd = 
Ja? – 22 + 5) dz = fz? dz- f2zdz + f5 dr = 1 


D J VIFF. z.d = 
9 feda 


2% 273 1 
AAC db O 


; (Eso. Eng. U, F, Est, Rio ~ 1989). 
9. Exercícios para resolver. 


Calcular (com o auxílio do N.º 6): Rnsrosras: 
c 17) 340 
1) Де 1) Jaede 32) Sis D e" beds 85 po Paro 
2 J 18 S2e “dr 23200 18) -2e74C 
Ы зз) 1 30) 224240 
з) Serão 19) ferraz E з +o By getto, з) AGO 
1 ый 
4 fads 2 f t i. 20) -20140 y e 
о fion GN Toa 9 3+ ду lnc +0 38 Ure rC 
EA 21) fera 35) [Gr de Bier GADO ay ula zac 
4 "EL 30 Std dampo wlte E 
= IIT z в 
n Јата e зт) [qoo Bot- and neo A > +O 
» É: 2) Е 38) Stet- ds a-lag 20 799010 4D amame 
EEE di E 26) сов 82-6 
о [EX o) fama 80 rta a onc dos 42) tgz+otz+0 
а 43) arotgz+tgz+0 
10) Jad 25) Jena? . 2rd: 40) J+ | олс 20 dato меша 
Y od 20) f-3sen3zdr 40) J(cosz--sen z)dz EJ ЕКО 44) - (aro cot z--cot 2) +С. 
14 
m Ja ш 27) J2sec? zdz 42) (sec? z — eosec? z)dz п) uid a) Жайыр 45) senz - are sen z4-C. 
12) fdz A 1 шщ & +o 2 
13) J3 Vi0z de in : er J (Ta teto) do Digit dy aroma PD 
сз 29) /2зес?2гйт 18) 2z Vl0z--C 47) а) lg [cosa] +С 
10. и 30) Same? 2202 aa Jom e) do M) eC b cad 1 3 
15) Jeonz. cosade зз) Larotgr+O 3; G+ +С 
19 жы з) f 2dz 45 Slos- 1 Jar 15) ec: C 2 
Mitra? 10 we 3) parent) O 


Integral definida 


INTEGRAL DEFINIDA 


10. Definição. Seja у=] (2) uma função contínua е 
uniforme em (а, 8) e seja q (z) uma primitiva,de / (2). 

A diferença g (5) — g (a), dos valores da primitiva y (2), em 
dois pontos quaisquer de (а, В), denomina-se integral definida 
da diferencial j (2) dz, entre os limites a e b, e indicamos por 


diis = 00-70 
ou КОСЫУ o 


O limite a chama-se limite inferior e o b limite superior. 


nado, logo, n integral definida 6 um número que de- 


A diferença р) - gla) 6 um número bem determi- 
pende da função intogranda. 


Exemplos: 
y fæ- [10-8-1252 


2 
n 


o jos" []- 1-341 

Е] Jem [sens]; =0-0 =0 

4 fe = [lez] 7 164-181 = g4 

11. Propriedades da integral definida. 
D figo | 


2 fied fito) de 
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3) Tomando um ponto e, de (a, b), tem-se sempre: 
fioe fito de= nm 


à hoa- fa Hao... 
ы (não depende da variável) 


5) Se k = constante KI (o) de = k fj (0) de 


o fito de t fh aa = Pico atol de 


Nora: Essas propriedades são evidentes pela própria definição. 


12. Observação. De acordo com o que acabamos de 
ver, para o cálculo das integrais definidas temos que calcular 
uma primitiva da função integranda e a seguir efetuar a dife- 
rença dos valores dessa primitiva nos limites da integral defi- 
nida (conforme exemplos do N.º 10). 


13. Exercícios para resolver. 


-1 о T 
2 ja nf 18) f sen Grdz 
›/ » / Us ; 
m Edo E 
E 14) Sede 
-i » HM ries: 
LH = D 
3) Jen zdz 9) f cos 2zdz 15) Ј cos 2zdz 
9 d o 
2 
dz т 2r 
DNA Fi 10) f cos 5zdz 10) [ con dads 
1 в 0 
x т 2т 
5 "i 30a zds її) fsen22dz 17) sou 2zdz 
0 6 
* т ?r 
9 fs 12) f sen 3zdz 18) [sen arde 
ایا‎ 0 9 
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Respostas: 

1) 2 * 2 15 0 
2) 7h Dy Жл 9 à 
30 80 

4) 152 90 0 „шо 
5o 10 0 2 

91 1) 0 Bey 18) 0 


APLICAÇÕES DA INTEGRAL DEFINIDA 
14. Cálculo das áreas. 


Teorema : 


А áron da superfície limitada por uma curva, cuja 
equação 6 y=/(2), pelo eixo dos 2, e pelus ordenadas 
a 


de dois pontos, eujus abcissas são 


+ 
e b 6 dada por A = Јаз. 


Seja a curva (fig. 20), cuja equação é у=] (2), e seja A 
а área variável da superfície limitada pela curva, pelo eixo 
dos z, pela ordenada do ponto onde х=а e pela ordenada 
variável y, correspondente a uma abeissa x. 
~ Seja AA o acréscimo de área correspondente а um acrés- 
cimo Az de z. 


DE 
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Se chamarmos de ordenada média a uma quantidade 
_ ys tal que: 


АА 
Ax 
E, 6 fácil de ver (fig. 20) que, quando 
Ar=0, ув 0 


ЛА = ys Az então, 


"Pvt 
у lim SÉ = jm y, = 
je dem dar! 
dA Ө 

e, portanto, E Y dA = yde А 
que, nos indica que a diferencial da área variável A, limitada 
pela curva, pelo eixo dos т, por uma ordenada fixa yı e por 
uma ordenada variável, 6 igual ao produto dessa variável pela 
diferencial da abeissa correspondente. 

Integrando (D, obtemos : 

А = fyde ou A=S/(0 de (ID 
valor esse que, sendo uma integral indefinida, não representa 
uma determinada área. 

Se desejamos calcular a área limitada pela curva, pelo 
eixo dos z e pelas ordenadas y, e ya, então a área А (fig. 20) 
deve ser considerada nula, para х= а. 


De (II) temos 
А = Га) de = 9 (2) +C (IIT) 
e se A =0, g()+0=0 

que, permite calcular a constante de integração 

€ = -g (a) 

Portanto, pela (III), a área A da figura 20 é dada por: 
A = g (3) -g (3) av) 
Ora, se z=b a área (IV) ficará : 

A = g@) -g (0) 


que é, por definição a integral definida de f (2) dz, entre os 
limites a e b, isto é 


A= [fus v 


Integral definida 


15. Observacüo. A área (V) será positiva ou negativa 
conforme a superfície limitada esteja, respectivamente, intei- 
ramente acima ou abaixo do eixo dos z (fig. 20). 

Se uma porção da superfície está acima do eixo dos = 
в outra porção abaixo, a (V) representa в soma algébrica 
das áreas positivas e negativas. 


16. Exemplos. 


1) Achar a área limitada pela curva y=2? de 2=0 até 
2=4 (fig. 21). 


4 374 
Temos: feidz = | Z | = 0% unidades de área. 
i Ih ОП 


2) Achar a área limitada pela parábola y=1- z e pelo 
eixo dos z (fig. 22). 


16 


A área pedida será: 


Да-а [=- z], - (1-3) à (a +1) EP 
unidades de área, 


3) Achar a área limitada pela parábola y = 2*-z2-6 
e pelas'retas х= —1 ет = 1. (Fig. 23) 


(Na figura —1 e 1 não estão no devido lugar). 
Temos: 


4 = f -2-0) de = [2-£-«] 


©з. А ==11 y unidades de Area 
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Poder-se-ia tomar o resultado em valor absoluto: 11 $ - 


4) Dernier a área do trapézio limitado pela reta 
= z + 2, e pelas ordenadas dos pontos de abcissa 
de 2 (ig. 24). 


Temos : 


a 2% E à 
Ја +2) dz = [2+] = 6-0 = 6 unidades de área. 
ó o 


5) Achar a área limitada pela parábola cúbica y=2º e 
pelas retas z =—1 ет = 3 (fig. 25). 


FIG. 23 


Temos : " 


A = ад = - (ou itj 
Dm ER ا‎ = - 04 led) 


Este valor náo representa, todavia, a soma dos valoros 
absolutos das áreas + e —. Neste caso temos de separar 
(I) em 2 integrais, uma para a porção positiva e outra para 
A negativa. 


Temos: 


Integral definida 


6) Achar a área limitada pela senóide (y=sen 2) de 2=0 
até z=2r (fig. 20). 


Já vimos que 
o! sena da = [cosa], 
Г.А = - cos 2r + соб = -1 +1 = 0 


De fato, a área nula indica que a porgáo + e a porcáo — 
tém as mesmas áreas. 


Neste caso, desde que se saiba que existe uma parte da 
superfície + e outra — , deve-se proceder assim ; 
H ar 
[sen de =2 e Jsnzdz=-2 e A = 4 unidades Arca 
+ 


О que é oblido somando os valores absolutos das áreas 
das 2 porções de superfície. 


FIG, 28 


19. Exercícios para resolver. 
Achar as áreas dae superfícies limitadas pelo eixo dos z, pelas curvas 
abaixo e pelas ordenadas dos pontos de abscissas indicadas : 
1) y = 32, doz =0 até z= 2 
2) y = 32? - 32-36, de z = 0 sté z = 4 
3 y=z4+3, dez=0067=4 
4) y = z (7+1) (1+2) de z = -1 até z= 2 
5) Achar a área limitada por um arco de y = sen z, de o ur x 


Algebra — Terceiro ano 263 


$) Achar a área limitada pelas retas y = z, y = 0, 2-3 0 2=7, 
com auxflio da integração. 
Achar, com auxilio de uma integração, a área do triângulo limitado 
T AK mea «+ у-1 = 0, pelo dio dos z o polas ordenadas dos 
ў pontos de abecimas z= 1 o z= 3. 
8) A área da região plana limitada pela curva y  z?, pelo semi-eixo 
positivo das abscissas e pela reta z = 6 express pela seguinte 
integral ...... 


(ENE - 1909). 
RESPOSTAS: 

1) 8 un. área 4) 15 Ê un. бта 7-2 

3) —104 un. área 52 "T 
3) 20 un. área 6) 20 0 


CAPÍTULO XV ^ 


Polinómios 


1. Polinómio de uma variável. Chamamos de poli- 
nômio real de uma variável aos polinômios algébricos, racionais 
e inteiros, reduzidos e ordenados em relação & uma única 
letra, & qual pode ser atribuído qualquer valor real. 

Isto é, um polinômio real de uma variável, de grau m, 6 
um polinômio P (х) da forma 

ао" aia"! +... + ami t+ am 


onde os coeficientes ao, d1,..., Gm-1, Gn SÃO números reais 
dados e a letra x, а qual pode ser atribuído qualquer valor 
real, chama-se variável. 


IDENTIDADE DE POLINÔMIOS 
2. Polinómio identicamente nulo. Chama-se poli- 
nómio identicamente nulo a todo polinômio P (z) da forma 
0.2* 40.23 4... 0.240 
eujo valor numérico é nulo. 
E indicamos assim: Р (2) = 0. 
3. Polinómios idénticos. Diz-se que dois polinómios 
Pi(z) e Po(x) são idénticos quando têm valores numéricos 


iguais para qualquer valor de т. 
Escreve-se assim : 


Pi (2) = Pa (2) 
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4. Teorema. 


A condição necessária e suficiente para que dois poli- 

nômios, de mesmo grau, de uma variável sejam idên- 

ticos é que os coeficientes do seus termos de mesmo 
grau sejam iguais. 


1.º) А conpição É Necessária. Isto é, se dois polinômios 
são idênticos, os coeficientes dos termos de mesmo grau são 
iguais. 


De fato, sejam 
Pi (2) = 00140214... 6-17 + an 
Pa (z) = boz" + by zT +... bz Dm 


dois polinómios idénticos. 


De acordo com a definig&o (N.* 3), temos que 


Pı (z) - Pa (2) = 0 
ou 


(ao — bo) z*--(ax — bi) 21+ ... H(Gm-1 0-0) 2409 bm = O 


Mas, de acordo com a definig&o de polinómio identica- 
mente nulo temos : 

do = bo =0, aı — bı = 0,. 

.'. ао = bo а = bi. 


‚а-а = bn-1 =0, an -bn =0 
m-1 = Dat, Om = bm 


E portanto os coeficientes dos termos de mesmo grau 
são iguais. 

Se Ру (2) e Pa (х) fossem de graus diferentes com racio- 
cínio análogo mostraríamos que os polinômios se reduziriam 
ao mesmo grau. 


2.º) A coxpição É suriCIENTE. Isto 6, se os coeficientes, 
dos termos de mesmo grau, são iguais os polinômios são idên- 
ticos. 

Realmente, os dois polinômios tendo os mesmos termos 
seus valores numéricos são iguais, para qualquer valor de z. 
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5. Método dos coeficientes a determinar. Este mé 
todo, devido a Descartes, permite determinar um ou mais 
coeficientes desconhecidos de um polinómio, dos quais sño 
dadas as condições a que devem satisfazer. 

Consiste em, aplicando a teoria dos polinômios idênticos, 


formar uma equação ou um sistema de equações ef resolvendo, 
determinar os coeficientes desconheridos. 


É muito empregado no cálculo algébrico sob as mais 
variadas formas, como veremos nas aplicações que apresen- 
taremos a seguir: 


APLICAÇÕES: 


6. Decompor uma expressão em uma outra que seja 
de um tipo dado. Exemplo: 


Decompor o trinômio 322 - 9:47 em uma diferença de 
dois cubos do tipo 
(2—8 - (z - a) 


Temos a identidade : 
+'. 812-92 + 7 m (г b)? - (z - a)? 
ou 322-9: + 7 =3 (a-b) 22 + 3 (b? - a?) z + a3- 03 
Mas, de acordo com o (N.º 4): 
[рог [к-к 
3 (02-а) = -9 .' 4 (a10? =3 
a-b = 7 a-b = 7 
Resolvendo o sistema temos: a=2 e b=1. 
E podemos entáo escrever 
332-9: +7 = (z - 1)? - (z - 2)? 


7. Determinar o quociente e o resto de uma divisão. 
Exemplo: 
Sem efetuar a divisão 
(26 522 + 20 1) : (22 32 + 4) 
calcular seu quociente e seu resto. 
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Se o dividendo é do 4º grau e o divisor do 2.º grau, o 
quociente será do (1-2) 2.º grau da forma 


ar? + br +e 
e o resto será no máximo do 1.º grau (grau menor do que o 
divisor) e da forma mz--p 
Pelo princípio fundamental da divisão temos : 

(2-32 + 4) (az? + bz + с) + mz + p= zt -5r + 24-1 
ou 

az* + (Ь- За) z* + (c + 4a — 3b) z? + (4b - 3c + m) z + 

+ 40 + ра 24-523 + 22-1 


E, de acordo com o N.º 4, temos: 
a=1 
b-34=-5 
ce-4a-3b-0 .*. 
4b-3c т = 2 
4+р = 


Е, o quociente e o resto serão : 
22-22-10 e – 20= + 39 


8. Determinação de alguns coeficientes de um poli- 
nômio de modo que ele seja divisível por outro. Exemplo: 
Determinar m e p para que o polinômio z* — 5z?--mz--p 
seja divisível por z?-z —2. 
Chamando de ax?+bx+c o quociente da divisão temos 
ше: 
А zt- 52% + mz + p e (z? -2 - 2) (az? + bx +0) 


at- 5r?+mr+p=art+ (b — a)? - (c - 2a - b)? (- e~ 20)z- 2c 


De acordo com o N.* 5, obtemos: 
a=1 а=1 
b-a=0 b=1 
c-2a-b=-5 с. (o =-2 
-e- 2b = т m= 0 
-2 = р ped 


Logo os valores pedidos são m = 0e p = 4 


Polinómios 


9. Decomposição de uma fração racional, cujos 
termos sáo polinómios de uma variável, sendo o deno- 
minador de grau maior do que o numerador e podendo 
este ser um monómio ou uma constante, numa soma 
de frações mais simples. 

O denominador da fragáo a decompor só cóntém fatores 
do 1.º grau, não repetidos. 


A cada fator corresponde uma fração, Exemplo: 


Decompor a fração a em uma soma de fra- 


EE MD 
511 F dr 

g0es cujos denominadores são do 1.* grau. 

Como z? = 5z? + dz = z (2? - 5х + 4) = 2 (2-1) (2-4) 
podemos escrever : 

4 4 B с 
aapa а titra 

Efetuando a adição do segundo membro, reduzindo e 

ordenando os resultados, temos : 


4 e (4 +B + 0) à?- (5A +4B+C)r+4A 
a5 — bz? + 4r 2(2-1) (2-4) 


Como as frações são idênticas e os denominadores tam- 
bém, então os numeradores também o serão, 


A+B+C=0 
-5A-4B-C=0 
44 =4 
Resolvendo: Ael B= есет 
E podemos escrever : 
4 1 -4 1 
ар а 50-07500 


10. Exercícios. 


Determinar a e b de modo que sejam identicamento nulos os poli- 
nómios: 

1) (ab- 1) z* — (a? +b? — 2) z?- (2a - 3ab--1) z-Fa-Fb - 2 

2) (a? -b?)z? - (a-2b - 1) z--2a-46 -2 

8) (a?-.*--2) x4 +(a +b 1) z* H(ab-F8) 2+2 -ab+2 
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Determinar a, е c, de modo que sejam idénticos os polinômios: 
+0) z +a? 0?) r +a- e 
(a+2-2)224+(4-a?)24a+b-+0 
(a+1)2+(b+e) yl-2y* e 
5 DU PEU Cac atua É) at 0 dep? 
6) (2+) z*--(a - b) z* E32? -77420-b4e е 
228 +322 -T2 - 3a +b- 2e 
4) Decompor o binômio 2z?--3 em uma diferença de quadrados do 
tipo: (x +a)? – (z3+b)?, 
8) Decompor o trinômio 9z”+45z+63 em uma diferença de 2 cubos 
do tipo: (+b) (z-Fa)*. 
Sem efetuar as seguintes divisões, determinar os seus quocientes ө 
08 seus restos: 
9) (z*- 1223-H472? -722+36): (22-82-12) 
10) (20422922 8241): (24222432222) 
Ш) (2z*- 15z? 112 -9) (2 72-2) 
12 Calcule p ¢ q de modo que o polinômio z? + 272 — pz + q soja divisível 
por 2" -1 


(PUC - 1903) 
18) Determinar a, b e c, para que o polinômio 2z* — 3z?-Faz?-Fbz-c 
seju divisível por 2º- 72 — 6. 
14) Babendo que z?--1 é divisível por z2+pz-+q determine o quociente 
р? que 


jessa divisão, 
Decompor as frações racionais abaixo em uma soma de frações mals 
simples, 
2r 1 
19 ат 19 AA 
Rasrostas: 
1) aml, d=1 i 10) 2242041, Re -2+1 
2) a= “bel ou anba g 1D 2z-1, R=-1 
8) impossível 12) р=1, 
4) a=0, b-2, c= -1 18) a= - 14, b=9, c=18 
5) a=0, b=-1, с=1 14) 2+1 
6) amb=-c=1 CX y 5 
T) (342)? - (he Manta 


8) 2-4 -GHD* 
9) x*- 4243, R=0 


1 
10 35-5 36-3 2-3 
11. Divisibilidade de um polinômio de uma variável 
r um binômio da forma x-a. De grande interesse na 
lgebra, o problema da divisão de um polinômio de uma 
variável por um binômio da forma z —a é resolvido por meio 
de regras práticas muito simples. 
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12. Teorema. 


O resto da divisão de um polinômio de uma variável z 
рог z-a é o valor numérico desse polinômio para 
т=о. 


+ 


, Seja Р (х) um polinômio de uma variável de grau m e 
sejam 0 (2) e R о quociente e o resto da divisão de Р (х) por 
(x-a), sendo a um número relativo. 


É evidente que Q (x) 6 de grau m-1 e que R é uma 
constante (grau menor do que o divisor). 


De acordo com o princípio fundamental da divisão : 
P (a) = (2-9 Q (e) + R 
Fazendo na igualdade anterior z = a, vem : 
Р (а) = (а-0) Q (a) +R .'. P(a = Г 
e está demonstrado o nosso teorema. 
13. Exercício. 


Calcular, de acordo eom o teorema anterior, o resto da divisão 
(z4 - 22- g3 -37 -2) : (z +2) 
Como а = ~2, © rosto será: 
R=(-2)%-2(-2)-(-2)2-3(-2)-2=16416-44+8-2=32 

14. Condição de divisibilidade. A condição necessária 
e suficiente para que um polinômio de uma variável P (x) 
seja divisível por z-a é que se tenha P (a) = 0. 

Esta condição é uma consegiiência do teorema do N.º 12. 


15. Regra de Ruffini (*). Consideremos um polinômio 
de uma variável 


P (2) = aoz" + aia" +... Баат d an 
e веја o quociente de P (2) por z-a 
Q (2) = bo 2"! + bia? b da zb dam 


(0) P. Burro, matemático italiano (1765-1822). 
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Pelo prinefpio fundamental da divis&o temos : 


P (z) = (2-а) Q(z +R 
ou 


ао 274-0; 2"... Бан Tan = bo x" (bi — bo a) 2" + 
+ (ba bı a) 2*7? (Or = bm-2 0) 2 + R- bn-1 0 


De acordo com a condição de identidade dos polinômios, 
temos : 


bo = ao bo = ao 
di-boa = а bı = boa + а 
ba-b1a = аа bz = bı a + az 
eet dp . @ 
bm-1 = ba-2a + aum 
R-b,-10 = а R = bm-14 + an 


Essas relações (I) definem a chamada regra de Ruffini, 
para formação do quociente e do resto da divisão de P (x) 
por z~a, e pode ser enunciado como veremos a seguir, 


Recra pr Rurrinr. O quociente da divisão de um poli- 
nômio de uma varidvel z, de grau m, por um binômio da forma 
z-a (a um número relativo) é um polinômio de uma variável 
т, de grau m- 1, onde: 

1.) o coeficiente do 1.º termo é igual ao do 1.* termo do 

dividendo (bo = ao) ; 

2.9) o coeficiente de cada termo, a partir do 2.º é igual 
ao produto de a pelo coeficiente do termo anterior 
somado ao coeficiente do termo de mesma ordem 
do dividendo (relações I). 


O resto da divisio 6 igual ao produto de a pelo termo 
independente do quociente, somado ao termo independente 
do dividendo (R = bm-1 4 + am). 


16. Observacño. Quando Р (z) for incompleto deve- 
se considerar como sendo zero os coelicientes dos termos que 
nele falte. 


17. Dispositivo prático de Ruffini. As operações indi- 
cadas na regra de Ruffini para obter os coeficientes do quo- 
ciente e o resto podem ser cictuados mais rapidamente por 
meio de um dispositivo prático, que veremos a seguir. 
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O dispositivo consta de 3 linhas. 


a) Na primeira linha, escrever os coeficientes dos termos 
de P (2) (ao, @1, ... , Gm), Colocando zero como coefi- 
ciente dos termos que faltarem e eserevendo a na 
primeira linha, à esquerda de ао e dele separado por 
um trago vertical. 
Escrever ао no primeiro lugar da terceira linha. Mul- 
tiplicar ao por a e colocar o produto em baixo de aj. 
Somar esse produto com a, e colocar o resultado na 
3.º linha. Multiplicar este por a, colocar em baixo 
de a» e somar. Continuar este processo enquanto for 
possível. 
A última soma na 3.* linha será o resto №, e os números 
da 3.º linha que o precedem são, da esquerda para & 
direita, os coeficientes do quociente (bo, by, . . + , һа). 


b) 


D 


Vejamos essa disposição nos exemplos que se seguem. 
18. Exemplos. 
1) Dividir 5z* + 22? - 7z + 1 por z- 2 
2 0 2 1 


10 20 44 74 
5 10 22 37 (75) 


Q (z) = 52 + 107º + 220437 e R=75 
2) Dividir 25-32? + 22-4 por z +1 
дїї 00 -3 2 -4 


1-14 6 
1-1 1 4 6 (10) 
Qa) = 24-3 4202-4246 e R=-10 


19. Observações, 


1.*) O resto da divisão de Р (x) por z—a é o valor numé- 
rico de P (z) para x = a (N.º 12), então podemos 
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com o auxílio desse dispositivo prático calcular o 
valor numérico de um polinômio de uma variável. 
Exemplo: 

Observando o N.º 18 vemos que 75 é o valor numérico 

de 5z* + 222-72 + 1 para z = 2, e que -10 é o valor numé- 

rico de 25-32? + 2z- 4 para z =-1. 

2.) O dispositivo de Ruffini pode ser apresentado em 
duas linhas apenas, e deve ser usado após ter o 
aluno aprendido bem o dispositivo usado nos 
exemplos do N.º 18. 

Consiste apenas em se suprimir a 2. linha 
daquele dispositivo e efetuar mentalmente a soma 
dos produtos (N.º 17 — b) com os coeficientes do 
dividendo. Exemplo : 


Dividir z4 + 249-3 por z +3 
3 1 20 03 
1 -1 3 -9 Q9 

Temos: Q(z) = 21-22 32-9 e R=24 


20. Exercícios. 


Som efetuar a divisão, determinar os restos das seguintes divisões: 
(U. Сана Filho = 1970), 


2) (Srs -2r+1): 
Empregando o dispositivo prático de Ruffini, calcule o valor numé- 
rico dos polinômio: abaixo, para os valores respectivos, dados. 
3) drt- 2r" +5r+1 para £-1 
4) 203294202246 para z = 3 
Б) 5zt+1iz3- 153- 1lz-6 para z= -3 
Empregando o dispositivo de Ruffini determine os valores de a e 
b para que as divisões abaixo sejam exatas : 
6) (22402743247) : (2-1) 
7) (224482822 +az+16) : (244) 
8) (21432245240) : D 
9) (2*4222-az—b) : [(2+1) (2+3)1 
10) (z*-az* 112 0) : (5-67 8)] 
11) (z*-Faz*- oz - 1) : [(z - 2) (2- 8)] 


Polinómios 


Empregundo o dispositivo de Ruffini, efetuar as sogaintos divisões: 


12) (2142222 -2):(2+1) 15) (28-08) : (e+ 
13) (2% -2z5+z) - (2-1) 16) CR 
14) (22427) : (2+3) 
^ 

Rasrosras: 
no 90 10) a=b=6 
2 2 8 a--1 " 
3) 8 7) a=0 و‎ vail 
4) 102 8) a-8 $ 3 

Mu=5cbm6 12) 2242-20 R=0 


13) z5-zt-2 -z-z 6 R=0 

14) 23-3249 e R=0 

15) z*-az*-ka?z? -a^z-ka* o R= -2а5 
16) 29420244248 е R = 18 


IE ANN UN 

P (2) = ao z^ + a12"-! 4 aa E aam фа, (1) 
Substituindo z por = + h, obtemos: 

Р (54h) = ao (24) + a (z4-h) 7! + аз (ar H.H 

+ Gna (2 HA) + an (2) 

Podemos admitir que desenvolvendo o 2.º membro de 


е ordenando segundo as potências crescentes de h, se 
а: 


P (2+1) = A + Bh + Ch? + Dh +... 4 Lh” (3) 


onde A, B, C,..., L são coeficientes a determinar, 


Derivando (3) sucessivamente, em relação a h, Lemos: 
P'(z--h) = B + 20h + ЗМ +... + тл" 

P” (aL) = 20+2 30443 . 4. ERY... +m (m-1) Lh? 

Ри" (x+h) = 2.3D+2.3.4Eh+.. .-+(m) (m-l) (n~: 


POD (z+h)=(m- 1)! + m(m-1)...2 Lh 
PU (GFA) = mlb ш 


(®) Eaoow Broor Tários, matemático inglés (1685-1731). 
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Fazendo h=0 em P(z--h) e suas derivadas, vem: 


A=P(), B= P' (à) с- ر م ل = 1 ... ج‎ 


Substituindo esses valores em (3) temos : 


P(z-Hh) e Р(х), +P m+ P'().. E p) @ 


A (T) @ denominada fórmula de Taylor para os polinómios, 
e é de grande aplicação no estudo das equações algébricas. 


Se na fórmula (Т) permutarmos z e h teremos: 
P (zh) = PM + zP' (h) + ñ Р" (фу +...+ = Pe) (ID 
Se substituirmos, na (ID, z рог z—h, obteremos: 


" (6-9? pr 
Р@ = P (h) + (2-№Р' h + T, 1- P" 0) +...+ 


+ E pen ф am 


A (IIT) constitui um outro aspecto da fórmula de Taylor, 
e é também usada em várias aplicações. 


22. Algoritmo de Ruffini-Horner (*. A determina- 
ção dos coeficientes da fórmula de Taylor, pode ser obtida 
facilmente com auxílio desse algoritmo, que consiste no que 
iremos expor a seguir. 

Da (IID, do N.º 21, podemos escrever : 

E cum 
P()- (b (P+ 7А r^t... O 
ou, chamando a quantidade entre colchetes de Qı (2), 
P (2) = (2=) Qi (a) + P 0 


о que indica que na divisão de P (2) por (z — h), o quociente 
é Qi (2) e o resto é P (h). 


(*) W. С. Honxen, matemático, Séculos ХУШ e XIX. 
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Mas, Qı (x) pode também ser escrito assim : 
al zm p enm 


ou, chamando à expressão entre colchetes de Q» (z), 
Qi (2) =(2-DO(D)+P'( ^ 
о que indica também que na divisão de Qı (z) por z—h, o 
quociente é Qa(z) e o resto é P' (h). 
Repetindo esse raciocínio, chegaríamos a ver que, nas 
divisões seguintes dos quocientes obtidos por z — A, iríamos 
obter os restos : 


lp» l rem: 
gi?" 9, gi (№), :.. 


O último quociente obtido será uma constante e, por 
extensão, dizemos que ele constitui o próprio resto de sua 
divisão por z – А. 


Assim o último quociente obtido, e que representa o 
último coeficiente da fórmula de Taylor, será : 
= L pm (h) = 
aG) = Ê PM (h = ao 


Concluímos, então, que para determinar os coeficientes 
da fórmula de Taylor basta efetuar a divisão de P (z) por 
z —h e a seguir cada um dos quocientes encontrados repetida- 
mente рог т – А. 


O dispositivo prático de Ruffini simplifica muito а apli- 
cação desse algoritmo, conforme veremos nos exemplos a seguir. 
23. Exemplos. 
D Dado o polinómio 
P (z) = 22-38 ct zb 1 
determinar P (z + 1). 
De acordo com a fórmula (ID do N.º 21, temos: 


A 
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ficientes podem ser determinados facilmente me- 
el “algoritmo de Ruffini-Horner, cuja aplicação 6 feita 
mediante o seguinte dispositivo (quando se desenvolve 
Р (z+h), divide-se repetidamente por z —h): 
3 .P() 
P' (1) 
P" (1)/21 
Р!” (1)/31 
M РФ (1) [41 


Substituindo, temos : 
Р (z + 1) = 245 + 52? + 322 + 1 
II) Desenvolver o polinômio 
P (z) = 22* – 37? + 22-1 
segundo as potências de z + 1. 
De acordo com a fórmula (IIT) do N.* 21, temos: 
P” (-1 
Р@) = PED HPEH) + еф 
р"! (-1) 
Tus 
Calculando os coeficientes do desenvolvimento de P (z) 
com auxílio do algoritmo de Ruffini-Horner, vem ; 


-1 |2 03 244 
2 2 1 3 (4) 
2 4 з (0) 
2 4 (9) 
2 (8) 
(2) 


Р() = 202+ 1)*-8 (e + 1)5+9(к-+Е1)1-4 


(2403 + po (e+ Dt 


24. Exercícios para resolver. 

1) Dado o polinômio P()= 2r +323 -27-1 achar P(s- 1). 

2) Dado o polinômio P(z)ez5 —z--27-20 achar P(z+2) 

8) Desenvolver o polinômio P(r)=5x*—4114+2x—3 segundo as po- 
táncias de z-1. 

4) Desenvolver o trinómio 2" – 2:1 segundo as potências de +3. 
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RESPOSTAS: 


1) 224 8a? + 157716246 
2) zt I0z*- 397-742? 707-8 
3) 5(z-D* + 16 (z - D*-F18 (z - 1)2+10 (2-1) 
4) (2+3)? – 9 (z--3)* 25 (243) – 20 
^ 


25. Questües de concursos para resolver. 


1) Achar os valores de 1, m e п que satisfazem a identidade. 
бай = 1902+18 = I (z — 2) (z= 3)+m (21) (2-3 +n (a = 1) (2-2) 
(E. Militar - 1940). 
2) Se f e g sii dois polinômios de grau п, qual ¢ o grau de f +g e 
de fg? 
(CESCEM - 68 = S.T), 
3) O polinômio P(r)=2r+az3+br-2 6 divisível por 2-2 e por 
221, Calcular a e b е decompor o polinômio em fatores do 1 


grau. Ң (E. N. Arquitetura = 1047). 

4) Decompor a fração {у-у em uma soma de frações cujos denomina- 
dores são do 15 grau. (Œ. N. Arquitetura = 1040). 

5) Calcule o valor de m que torne o polinómio x! - 2+ wr = 2 divisível 
por # E.G. 1072). 


6) Calcule К de mado que o resto da divisão de 223 = Ark por 2г+3% 
seja igual a 1. (В. P. U. C. = 1089. 


7) Calcule m de modo que o resto de divisão de 27! - 2e +m por -2z +3 
seja igual a 1. (UEG, - 1970), 
8) Calcular o quociente e o resto da divisão do polinômio 223 — 522 - 9 
рог z—3, sem efetuar a operação. 
(E. P, C, Exército – Soleção, 3.º Ano — 1952), 
9) Sendo m e n dois números tais que o polinômio 


rt-dr8-pourt-pár-Ron é divisível por (7 - 1) (2-5) então, 
m+n vale; 


ICESCEA - 71 - S Po 


10) Na divisão do polinômio 77º +. 


+82 - 12 por z+2 encontrou-se 
o quociente 725 +. 


+4; qual o resto dessa divisão? 
(B. P. C. Exército – 3. Ano — 1953). 


1) Teens numa soma de frações de denominadores racionais a fração 


rm (E. P. C. Exército - 3^ Ano — 1953). 


12) Qual é o quociente da divisão de z3—20z--16 por 2-4? 
(E. P. C. Asronfutica — 3.º Ano ~ 1080). 
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Qual é o valor numérica de p que torna o polinômio z*-323-272-52-p 
divisível por 1427 (E. Р. C. Aeronáutica — 20.Ano = 1951). 


Dé o valor de m no polindr 
sua divisão por 2-+1 seja 


222 тг - 1 para que o resto de 
(E. Naval — 19/8/52). 

Efetuar pelas regras de Briot-Ruffini (*), n divisio de z5-3z 22-1 

por 224-3. 


Ks itti e RON 
» 28. e 
z3 -âr z 2-2 z42 
(casona - rà - 3 


Os valores de A, B ¢ C tais que 
são respectivamente: 


No trinómio (т 1)z -(p45)2+l, o parâmetro m é o menor dos 


А Ta +13 
nuumeradores das frações em que se decompós 25 — 
resto da divisão de 22=x-=3 por z-F2. há 


repéo 


Determinados m e p, calcular оч valores de £ que verificam sempre 
n inequagio: (m= Da? - (p F5) -t > 0 
(E. Naval 19 Ano, 3 P, Parcial — 1050). 


Na divisão do polinômio F(z) pelo binômio do 1,9 grau f(z) recor- 
reu-se ao dispositivo prático de Ruffini e encontrou-se: 


*® ж ot 6 0t ® ш 
+ 12 48) 


Assim sendo, pode-se afirmar que 
r= Ka- Qu= e ga 
Nora: Um defeito de impressão tornou alguns números ilegíveis 
(aparecem tais números substituídos por asteriscos). 


Pois bem, V., racicinundo, eontoruará esta dificuldade, 
d. são - Niterói = 3/0/48). 


19) Achar a condição necessária e suficiente para que n expresso 


ау + br Fe seja independente de т. 


нн (Esumo Aptidão = Lisboa — 1943), 
20) Mostrar, sem efetuar a divisão, que o polinômio 1 — (n+) zn 
é divisível por (z - 1)? е formar о quociente. 
(E. Eugonlaria = Minas — 1949) 


21) Determinar os mímeros a, b e o maior inteiro m de tal modo que o 
polinômio zë - ar + bz? — üz? +22 - 1 seja divisível por ( - 1)". 
(EPUSP — 1982). 


(0) F. oues, mutumático francés. Século xiv. 


Polinómios 


22) Determinar m e n no polinômio 2z* + 323 + mz? -nz-3 para que 
seja divisível pelo polinômio 1? – 22 
am=-18en=20 Ш) m = 19en = -23 c) me-19en-23 
d)m-21en-e21 Ффт=-1Теп=24 


(CICE - 1968). 
23) Calcule m para que o polinômio 221 -mz?-méz kl seja divisível 
2 


г 22+1. 
M (U, Fluminense — Engenharia — 19691 


RESPOSTAS! 


Di=Zm=0n=3 
2) <пе 2л 
3) a = 5, b = 1 e P(x) = (2+2) 2r > 1) (2+1) 


n 

ет 

8) 222243, R=0 

9) -1 

10) Ver Nº 17, R = bm-i aban 7. R = 20, 

A А # 12) z? + 4г-4 
Ds cao Ha 13) p= 42 
2-17 0-8 6+8 а 


185 587 
15) Lasa eh ez ок уу t Roy 


16) -2 1e1 18) Жа) = 32 = 14748 - a3 +322 +402 — 80 
Ka) =2-7 
15 14-16 Ча) = 3264215 11 - 4r +12 
R=4 
UEM 
2570 
20022, b-1m-3 22) c 


2) m=Loum=-% 


CAPÍTULO XVIII 


Introdução à teoria das equações 


1. Polinômios e equações algébricas em geral. Seja 
um polinômio de uma variável 


Р (2) = aoa" + 01277 +... + ant + an @ 
onde m é positivo e inteiro e ао 40. 


Esse polinômio (I) é também chamado de função racional 
inteira de z de grau m. 

Se igualarmos essa função F (x) a zero, obteremos uma 
equação racional inteira, м 
Assim : 


ао 2" + а 21 + aa 2"2 +... aui 2 + an m 0 (Ш) 


é uma equação racional inteira de grau m. 


Todo valor de =, real ou complexo, que anular o polinô- 
mio F (x) diz-se uma raiz ou zero de (II). 

Então, raiz de uma equação F (x) = 0 6 um valor zo 
tal que F (zo) = 0. 

Uma equação diz-se algébrica quando as incógnitas que 
En figuram estejam submetidas apenas a operagdes algé- 

ricas. 

Toda equação algébrica pode sempre, mediante um certo 
número de operagóes, ser colocada sob a forma de uma equa- 
ção racional inteira da forma (LI). 

A (LI) diz-se forma canônica das equações algébricas de 
uma variável. 

Podemos, então, reduzir o estudo das equações algébricas 
ao estudo das equações sob a forma canônica, * 
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2. Observações. 


15) Uma equação algébrica escrita sob a forma canónica (II) 
pode ter os coeficientes ao, а, ..., а„ reais ou com- 
plexos. Estudaremos apenas as equações (II) de coefi- 
cientes reais. 

25) Uma equação algébrica pode ter várias incógnitas. Estu- 
daremos apenas aquelas que possuam uma só incógnita 
de raízes renis ou complexas. 


3.º) Quando reduzimos uma equação algébrica fracionária ou 
irracional à forma canônica, obtemos, algumas vezes, 
raízes desta equação que não são raízes da primitiva 
equação, isto é, as duas equações não são equivalentes, 
Essas raízes que não são comuns às duas equações cha- 
mam-se raízes estranhas da equação dada. 


A raiz ou raízes estranhas da equação podem ser excluídas 
efetuando-se uma verificação posterior. Exemplos : 


1) Dada a equação 
ER E 
кайт шыш г 
pela supressão dos termos fracionários, ela se reduz а: 
$223 


É fácil de ver que z=1 é a raiz da segunda equação, 
mas, nào o é da primeira. É pois uma raiz estranha da 


primeira. 
2) Dada a equação 


Vz-Yz-14 2-70 


podemos reduzí-la à forma canónica : 
2-24 oa +1 = 0 


É fácil de ver que z—1 é a raiz da segunda equação. 

Deve ser excluída, pois se substituirmos z por um, па 
primeira equação (verificação posterior) vemos que um é uma 
raiz estranha. 
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— 


` 3. Resolução das equações algébricas. Resolver uma 
equação algébrica 
agz" +asti+...tanz+an=0 


onde os coeficientes são todos reais, é determinar os valores 
da incógnita z. 

Ou ainda, é exprimir a incógnita em fungáo dos coefi- 
cientes. 

Se as expressões das raízes são funções algébricas dos 
coeficientes, isto 6, se nas expressões dos valores de z inter- 
vêm apenas operações de adição, subtração, multiplicação, 
divisão, potenciagáo e radiciação (operações algébricas), as 
soluções são ditas algébricas. 

Se as expressões ou funções dos coeficientes forem trans- 
cendentes (não algébricas) a solução diz-se transcendente. 


4. Resolução algébrica das equações. Resolver alge- 
bricamente uma equação algébrica é determinar as soluções 
algébricas dessa equação. 

As equações algébricas do 1.º e do 2.º grau têm soluções 
algébricas simples e imediatas. 
As equações do 3.º e 4.º grau têm soluções algébricas, 
São, todavia, complexas e laboriosas. 
As equações de grau superior ao 4.º grau não possuem 
soluções algébricas, o que foi demonstrado por Abel (*). 
Não podemos, portanto, resolver algebricamente equações 
de grau superior &o quarto, a não ser em casos especiais, como 
equações binómias, trinômias e recíprocas. ө 


5. Resolução das equações algébricas numéricas. 
Como as soluções transcendentes, que são possíveis em qual- 
juer caso, são, infelizmente impraticáveis pela sua complexi- 
le e as soluções algébricas, para as equações do 3.º e 4.º 
graus são trabalhosas, procurou-se para as equações algébricas 
numéricas (coeficientes numéricos), de grau maior do que o 
2.º, uma solução direta e simples, que não exigisse, para о 
cálculo de cada raiz, o emprego de qualquer fórmula. 
O estudo desse problema, que permite pesquisar as raízes 
de uma equação numérica, exige o conhecimento sistemático 


б) N. E. Ава, matemítico noruegués. Século XIX. 
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de uma série de propriedades das equações e, portanto, dos 
polinômios, algumas já estudadas e outras não, porém todas 
as necessárias apresentadas nesta unidade. 

Para evitar possíveis dúvidas, chamaremos a determina- 
ção das raízes de uma equação algébrica numérica de resolução 
numérica. ШУ 


6. Princípio fundamental da teoria das equações 
algébricas. А teoria das equações algébricas, que estamos 
estudando nesta unidade, baseia-se no teorema D'Alembert(**), 
denominado teorema fundamental da Álgebra, cuja demonstra- 
são, longa e difícil, não faz parte do programa e nem se torna 
necessária no Curso Colegial, e, cujo enunciado 6 o seguinte : 


Toda equação algóbrica racional e inteira admito 
Delo menos uma raiz, real ou complexa. 


7. Teorema. 


So zo é uma raiz da equação 
6 um fator de 


1(x)=0, então z -zo 
1). 

De fato, seja f(x) = 0 uma equação algébrica escrita 
sob a sua forma canónica. Como possui uma raiz (N.* 6), 
seja zo essa raiz. 

Pela definição de raiz temos : (т) =0 

Mas, se f (zo) = 0, então, pela condição de divisibili- 
dade j (х) é divisível por x= 20. 


8. Teorema recíproco. 


Be 2-29 6 um fator de f(z), então zo 6 uma rais 
de J()=0. 


Com efeito, se f (2) é divisível por z — zo, então o resto 
da divisão de / (2) por z —zo 6 zero. 

Mas, o resto dessa divisão, é f (zo). Logo J (zo) = 0 e, 
pela definição de raiz, zo é uma raiz de j (z) = 0. 


(0%) J. D'Anmesrnr, matemático francês. Século XVIII, 


.. 9. Decomposição de um polinômio em fatores, 
Seja uma equação algébrica racional inteira de grau m: 


“far +a аз"... алла + an =0 (D 


De acordo com o princípio fundamental, existe ao menos 
uma raiz zı de j (x) = 0. 

Então, f(x) = (z-z) fı (2) qn 
sendo pela regra de Ruffini, fı (z) um polinômio de grau m — 1, 
cujo coeficiente do termo de maior grau 6 a. 
Igualmente, existe uma raiz 22 de fı (z) = 0, e 


Jı (0) = (2 - 22) fa (2) ап) 
onde fa(z) é um polinômio de grau m —2, cujo coeficiente 


do termo de maior grau 6 ao. 
Prosseguindo com esse raciocínio, obteríamos sucessiva- 


mente : 
Ja (2) = (2-23) fa (2) 


Ja (2) = (2-24) Ja (2) 
av) 


Ími (2) = ао (2 = 2.) 


Multiplicando, membro a membro, as igualdades (ID, 
(HII) e (IV) e efetuando as simplificações possíveis, obtemos : 


J (2) = ao (2-21) (2-22)... (2-2) (№ 


Então, todo polinômio racional inteiro de grau т pode 
ser decomposto no produto do coeficiente do seu termo de 
maior grau, por m binómios da forma х —z, sendo £, um 
nümero real ou complexo, e demonstra-se que essa decompo- 
sição só pode ser feita de um único modo. 


10. Número de raízes de uma equac&o algébrica. 
Dada uma equação algébrica. 


(0) = пох" + ат" +...+ anı 3 + an =0 (D 
podemos de acordo com o N.º 9, escrevé-la do seguinte modo: 
1@) = ao (2 - x) (z - 22) ...(z-2,) = 0 
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Logo, pelo teorema N.º 8, zi, 22, ..., Zn SÃO raízes 
- de f(z) =0. 

Como são m fatores da forma z—z, então а equação 
(D, de grau m possui m raízes. E n&o existem raízes diferentes 
<» Tm, pois não existe outro modo de decompo- 
E ^ 


ConcLusão : 


"Toda equação de grau m da forma (I) admite m raízes, 
distintas ou não, reais ou complexas. " 


11. Raízes múltiplas. Pode acontecer que as m raízes 
de uma equação ј (z) = 0, de grau m, não sejam todas dis- 
tintas. Suponhamos, por exemplo, que existam a raízes 
iguais a zı, B raízes iguais a ту, .. ., y raízes iguais a z, , sendo 


@+8+...+у=т 
Então zı diz-se uma raiz múltipla de ordem а, т; uma 
raiz múltipla de ordem £, ..., z, uma raiz múltipla de ordem y. 
E podemos escrever a equação assim : 
J(z) = ao (z-z3)* (z-z3)8 ... (1-2) = 0 


Onsenvação : As raízes múltiplas do ordem dois, chamam-se rafees 
duplas. As raízes múltiplas de ordem trés, dizem-se raízes tríplas. E, por 
extensão, us raíces simples são as raízes múltiplas de ordem um. 


„ı12. Raízes nulas. Se na equação 
1@ -a(z-z)* . (z-z38 ... (2-2) = 0 


supusermos que uma de suas raízes, тү por exemplo, seja 
nula, temos : 


J (®) = aox% (r7 298... (2-2)7=0 
temos uma raiz nula de multiplicidade a. 


Reciprocamente, se aparecer o fator 2%, existem a raízes 
nulas, 

Então sempre que, dada uma equação racional inteira 
J (2) = 0, nela existir um fator те de modo que se possa es- 


[a equação sob a forma z* fi (2) = 0, onde f (2) seja 
ка cional inteiro completo, dizemos que (s) = 0 


rtanto, no estudo das equações, supor ex- 
|s EE s alas tomando para isso, sempre, equações 
possuam termo independente. Exemplo: 
Resolver zi-2z* 23-0 
i. z? (z7 - 2 + 1) = 0 


quação possui 3 raízes nulas e tem-se para resolver 
Eu 2-22 120, que possui uma raiz unitária dupla. 


Onsenvações: 
1.) Uma equação com termo independente não possui rala mula. 


ri te independente admite um 
desprovida de termo in: pairs 


tenes do rates mulus, igual ao menor expoente 


18. Exercício. 


Determinar a e b de modo que a equação : 
25 - 2x4 +1 - Qa — 4) 2? (a 2b - 1) z-- (ab - 3) = 0 


- admita duas e somente duas ruízes nulas. 


acordo 2.º observação (N.º 12), se a equação tem duas raízes. 
la, © menor expoente da incóguita é 2. Logo, devemos ter: 


Resolvendo o sistema formado pelas duas primeiras relações temos: 
3 
bel o dam = 
s. = 3 е аз=-2 


Os valores az е ba não satisfazem a terceira relação, porém ai © bi 
satisfazem, 


Logo, a resposta será: a = 3 o b= 1 


Verificação: Para a=3 e bel a equação dada ficaria: 
ав + 24 +a? bii 0 


que de fato possul 2 e somente 2 raízes nulas. 


Teoria das equações 


M. Teorema. 


reais, que admite a raiz ab, admito também, a 
raiz a — bi, conjugada da primeira. 


^ 


Toda equação slgébrica racional inteira de coeficientes 


Seja abi raiz da equação f(x) = 0 
De acordo com as operações com números complexos, 


онки: I+D = A + Bi 
зе) = A - Bi 


Logo, se a + bi 6 raiz de ј (2) = 0 
A+Bi=0.",A=0eB=0 
e, portanto, A-Bi=0 
e a -bi é raiz de f (2) = 0 


15. Indicações sobre o número de rafzes reais cori- 
tidas em um intervalo. 


Trorsma DE Borzawo(*) (Caso particular). 


Dada uma equação meional inteira de coeficientes 
reais /(z)=0, se substituirmos z por a e por 
b (sendo a<b), temos: 


1,9) se f(a) e /(b) tiverem sinais contrários, o número 
de raízes reais 


le Ј(2), compreendidas entre a 
e b, será impar; 
2.9) se }(а) e JO) tiverem os mesmos sinais, o número 
de raízes reais de fi), comprocudidus entre а o à 
par. 


A equação f (z) = 0, pode ser escrita assim : 
j (2) = ao (2 - zı) (z-22) ...(z- x) g (z) = 0 (D 


onde 21, 22, .... z, São as raizes reais, e g (£) o produto dos 
binómios correspondentes às raízes complexas. 


(*) B. Вошако, matemático italiano (1781-1848). 


Esses binómios, grupados dois a dois são da forma : 
= (+09) [z - (a 00] = za =b] (6-0 + bi] = 


= (2-0) 


as raízes complexas são conjugadas. 


É fácil de ver que, para quaisquer valores de z, g (z) 6 

empre positivo, pois todos os seus fatores, da forma (т —a)?--02, 
bém o são. 

Substituindo em (T), z por a e b, respectivamente, e a 

ür multiplicando membro a membro as duas igualdades 

das, temos: 


Sa) f (6) = ao? ((a — жу) (b — 2] [la — 22) (6 — 22) ... 
۰'۰ Ka~ za) 0 72) g (a) . 90) 


-.. É fácil de ver que ao?, g (a) e g (b) são sempre positivos. 
E, os produtos entre colchetes são positivos ou negativos, 
conforme a raiz correspondente esteja exterior ou interior, 
respectivamente, ao intervalo (a, b). 

Logo, se j (a) e J(b) têm sinais contrários o segundo 
membro é negativo e portanto existe um número fmpar de 
_ raízes reais; e, se J (a) e f (D) têm o mesmo sinal o número 
“de raízes reais é par. 


= Está pois demonstrado o teorema. 


16. Observações. 


1.9 A recíproca do teorema anterior é verdadeira e facil- 
mente demonstrável, partindo da última relação do N.º 15. 

2.º) Se f (a) e j (b) têm a mesmo sinal pode acontecer de não 
haver raízes reais entre a e b, o que está de acordo com 
a 2. parte do teorema de Bolzano, pois não havendo 

z raízes reais, esse número é zero, que é par. 

3,5) Se f(a) o (b) têm sinais contrários existe, pelo menos 

uma raiz real entre a e b, o que está de acordo com a 

14 parte do teorema de Bolzano, pois um é impar. 


17. Conseqüéncias do teorema de Bolzano. 


Toda equação racional inteira de coeficientes reais e 
do grau impar admito pelo menos uma raiz real, do 
sinal no contrário de seu termo independente. 


29] 


290 Teoria das equações 


Seja a equação racional inteira de coeficientes reais, 
4(z) = 0, de grau impar. Temos: 


10-е) <0 e }(+=)>0 (se a>0) 


Como, para z = 0, j (0) = an (termo independente). 

Então, no intervalo (-«, 0), existe pelo menos uma raiz 
real (N.º 15), se am > 0, e que 6 negativa, evidentemente, 

E, no intervalo (0, + œ) existirá pelo menos uma raiz 
real, se a, < 0, e será positiva, obviamente, 

Então, quer a, seja maior ou menor do que zero existirá 
pelo menos uma raiz real e, seu sinal será contrário ao de Am. 


Toda equação racional inteira de coeficientes reais 
т, tendo o termo independente negativo, 


do grau 
mito pelo menos duas rafzes reais, 


Seja a equação racional inteira de coeficientes reais, 
J (2) = 0, de grau par e de termo independente a, < 0. 

Temos: f(-9) >0 e j(+%)>0 (se ag>0) 

Como f (0) = ат < 0 

Então, pelo teorema de Bolzano, entre — e zero existe 
pelo menos uma raiz real e, entre zero e + «o existe, também, 
pelo menos uma raiz real. 

Logo, a equação dada admite, pelo menos, duas raízes 
reais. 


18. Exercícios para resolver. 


Determinar m e n para que as equações abaixo satisfacam as con- 
dições indicadas: 
1) 622 (2m -n)z + (m?-1) =0 
E admita uma raiz nula e só uma. 
2) mat +z- (n? -2n) z + (8n-2)2+n-1=0 
admita uma ónica raiz nula. 
3) z5-mz* + nz*- (m + 1)2? + (2m +1)2-mn-2 = 0 
possua duas e só duss raízes nulas. 
4) Sabendo que z* 7r? + 14z 8 = (z- 1) (z-2) (2-4) diga se 2 é 
raiz da equação 23-72? + 142-8 = 0. 
5) O número 5 é raiz da equação do exercício anterior? 
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Quantas raízes possui a equação zë — 32º + z = 0. 

Quantas raízes mulas possui a equação do exercício anterior? 

_ В) Quantas raízes nulas possui a equação: 27-28 + 3 = 0? 

_ 9) Babendo-se que 1 É í é uma raiz da equação 264273 — 572-+62-+2=0, 
diga uma outra raiz dessa equação, = 


Dada a equação jiz) = at — 22? + 4z? + 62-21 = 
JD) «0 e f) 50, diga se com equação e O 


A equação 27 — 248 + 23 —z + 18 = 0 possui alguma raiz negativa? 
Pode а equação zt — 37º + 222 — 8 = 0 ter todas as тми 

e+bi? (а e b positivos). pego 
É possível formar a equação do 2.º grau cujas raízes são 3--2i e 3-25? 
(E. N. Química = 1945). 

14) Resolva a equação: (2-1) 23 = z (z + 1)- 2z. 

(E. Engonb. Aorondutica = ITA - 1950). 

_ Respostas: 


_ )m=-1o0nx20um=-1enz-2 8) Nenhuma (Ver Nº 12) 


2) impossível 9 14i 
|o 9melen--2 10) Sim (Ver N.º 15) 
0 Sim We Ne 8) Ш) Sim (Ver N.º 17 - 14) 


5) Não (Ver N.º 7) 
6) 5 (Ver N.* 10) 
7) 1 (Ver Nº 12) 


12) Não (Ver N.º 17 - 24) 
13) Sim. É 22-C2+18=0 
14) As raízes são 0, le 1 


К 19. Relacóes entre os coeficientes e as raízes de 
uma equação. Dada a equação algébrica racional inteira 
| de coeficientes reais de grau m. 


арх" + aa! +... +а„ат+а„=0 (n 
cora без Ша. 
De acordo com o N.º 9, podemos escrevê-la assim : 

Go (0-2) (2-2)... (2-24) (2-2) =0 (Ш 
Efetuando o produto dos m binômios de (ID), vem: 


_ Woz" —ao(zi +... + zp) 27 + по (zı za + tiza +... + 
F Tmi Zm) 2772 +... + (-1)" ao zi T2. . 2a = 0 


Como os primeiros membros da (I) e desta últi - 
ção devem ser idénticos, temos : چ‎ 
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Seja a equação racional inteira de coeficientes reais, 
f (х) = 0, de grau impar. Temos: 


J(--)«0 e J(+=)>0 (se a>0) 


Como, para z = 0, j (0) = an (termo independente). 

Então, no intervalo (0, 0), existe pelo menos uma raiz 
real (N.º 15), se a, > 0, e que 6 negativa, evidentemente, 

E, no intervalo (0, + «) existirá pelo menos uma raiz 
real, se a, < 0, e será positiva, obviamente. 

Então, quer a, seja maior ou menor do que zero existirá 
pelo menos uma raiz real e, seu sinal será contrário ao de Gn. 


Toda equação racional inteira de coeficientes resis 
2.)| de grau par, tendo o termo independente negativo, 
mite pelo menos duas raízes reais. 


Seja a equação racional inteira de coeficientes reais, 
J (2) = 0, de grau par e de termo independente a, < 0. 

Temos: f(-9) >0 e Ј(+е) > 0 (se ag>0) 

Como f (0) = ат < 0 

Então, pelo teorema de Bolzano, entre — e zero existe 
pelo menos uma raiz real e, entre zero e + œ existe, também, 
pelo menos uma raiz real. 

Logo, a equação dada admite, pelo menos, duas raízes 
reais. 


18. Exercícios para resolver. 


Defarminar m Para que an equngón abaixo satisfacam as con 
1) 522 - (2m -n)z + (m?-1) = 0 
d admita uma miz nula e 86 uma. 
2) mat + z*-(n* - 2n) z + (3n - 2) +n 1= 0 
admita uma único raiz nula. 
3) 28-mat + na*- (m + a? + Qm 4 n)z-ma-2 = 0 
possua duas e só duas raizes nulas. 
4) Sabendo que z*- 723 + 142-8 = (2-1) (2-2) (2-4) diga se 2 é 
raiz da equação 28-722 + 142-8 = 0. 
5) O número 5 é raiz da equação do exercício anterior? 


diga uma outra raiz dessa 
Dada a equação jíz) = zt- 2r? + 422 + 67-21 = 0 

J(1) <0 e (2) > 0, diga se essa equação tem Ex Качыш bs 
A equação 27 -225 + 2-а + 18 = O possui alguma raiz negativa? 
12) Podo а equação 24-321 + 27% —8 = 0 ter to 
4 a+bi? (a e b positivos). UCET 
_ 18) É possível formar а equação do 2.º grau cujas raízes são 3+2; e 3-2i? 
(E. N. Química – 1945). 
14) Resolva a equação: (2-1)2% = z (z + 1)- 2z. 
(E. Engenh. Aoronfutica – ITA - 1950). 


9) Sabendo-se que 1 É i é uma raiz da equação 244273 — 572-462-1270, 
equação, 


- RxarosrAs: 


(Xy) melons200me-lenp-2 8) Nenhuma (Ver No 12) 
9) 14i 

10) Sim (Ver N.º 15) 

Ш) Sim (Ver N.º 17 - 14) 
12) Não (Ver N.º 17 - 24) 
13) Sim. Ё 22 -62+13=0 
14) As raízes são 0,101 


j 5) Não (Ver N.º 7) 
6) 5 (Ver N.º 10) 
7) 1 (Ver N.º 12) 


| 19. Relações entre os coeficientes e as raízes de 
uma equação. Dada a equação algébrica racional inteira 
de coeficientes reais de grau m. 


E @ 
. Cujas raízes são 271, 22, ..., 25-1, Im. 
De acordo com o N.º 9, podemos escrevé-la assim : 

ао (2-21) (2-25) ... (27 zı) (c7 2.) =0 (Ш 
Efetuando o produto dos m binómios de (II), vem: 


| Qo z*—ao(zi +... + Im) z"-! + ao (zi 23 + ziza +... + 
+ Tmi Tm) 2772 + ... + (-1)" ao 21 23. 24 0 


Como os primeiros membros da (I) e desta últi - 
ção devem ser idénticos, temos : acis 
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ао = do 
а = -ao (zı + za + ... + zn) 
аз = ao (z1 T2 + tı 23 +... + fiui) (ш) 
ae Choosen о, E 


De (III) obtemos as relações que unem 08 coeficientes 
e as raízes da equação (I) : 


mne = а 


аз 
туха + 2129 t... feda = a 


(А) | зала атала... Ent ama Ta = T 


20. Composição das equações. Com o auxilio das 
relações (4) podemos efetuar a composição ou formação de 
uma equação algébrica. Exemplo : 

Compor a equação cujas raízes são 1208. 

A equação será do 3.º grau da forma : 
ao 22-а, z? +a z+as = 0 ou 2? + May Boo 

а ао ао 
De acordo com as relações (4) temos: 
nta + ag =~ A =1 + 2+3 =0 
алаа + сула a = 2 = 1. 2+1. 302.350 


2.3=6 


nan = – 23. 

12273 a 

Entüo a equagáo pedida será: 
23-622 + 11-6 = 0 

Poder-se-ia compor, também, a equação assim : 
(6-1) (2-2) (2-3) =0 


e a seguir efetuando as multiplicações. 


21. Observação. As relações (A) não servem 

ção do problema geral da prod das рее. 

Entretanto, se as raízes estiverem previamente ligadas 
inadas condições, as (A) servirão para resolver 
ou, pelo menos, para baixar o grau dessas equa- 


Essas relações, portanto, contribuem direta ou indireta- 
ќе para a resolução das equações. Exemplos : 


1) Resolver a equação z? —6z? + 112-6 = 0 sabendo- 
se que uma das raízes é & soma das outras duas. 


Sejam a, b e c as raízes dessa equação 
Temos : a=b+e 


As reiações (A) permitem escrever : 
| a+b+c= 6 


ab + ac + be = 11 
abe = 6 


E resolvendo o sistema formado pelas equações acima, 


“temos que as raízes da equação dada são 1, 2 e 3. 


2) Determinar a condição para que as raízes da equa; 
ar + ba? + cx + d = 0 estejam em progressüo par 
mética, 

Sejam zi, za e хз as raízes da equação. 

Se м raízes estão em progressão aritmética, pode-se 


-escrever 


memntr e зз = а + 2" 
Das relações (A) temos : 
а афа 
P 


T1 2з + 2103 + za 18 == 


T d 
nute-— 
a 


Composição das equações 


De (1) temos: 


b 
За +3 == on 


Considerando-se este valor (4) temos : 


b b b b 
ат r= o = 7-6 tnr 
Substituindo os valores de zi, 22 e za em (2), e desenvol. 
vendo, temos : a _ М-%ас 
7 
Fazendo a mesma substituição em (3) e desenvolvendo, 
obtemos : "E E 
r = 020 


Comparando essas duas últimas relações, temos : 
203 — 9abc + 27a? d = 0 
que 6 a condigáo pedida. 


22. Exercícios para resolver. 


Compor as equações cujas rafzes são : 
1) 2,364 6) $2,0e-5 «ЕС. - 1072). 
2 preis 


8) 2, -2, 3 e -3 т Ligo? 
4) Vi 1-1, -1+3i o -1-3i 
5) 1, -3, 8) 1,2340 5 


Achar a soma e o produto das raízes dns equações: 
14) 223-0240 


15) Гадаа 


18) 324 - 10) 29-29-24 -2°-22-2-1=0 
17) Resolver а equação 2º — 32? — 4z +12=0 subendo-se que duas de suas 
raizes são simétricas. 
18) Resolver a equação z* — 102%-+31z — 30=0 sabendo-se que uma das 
raízes é шш] à diferença das outras duas. 
19) Resolver а equação xº —92?+24z — 20=0 sabendo-se que duas de 
suas são iguais. 
20) Que condições devem satisfazer os coeficientes da equação 4zt+ 
É Ba tpCr3+Dz!+Ez+P=0, para que o número zero seja raiz 


dupl do? 
lupla desta equação рор 


А soma dos quadrados das raízes da equação 27? — 82? – 60z- =0 6 
(TA - 72. 


Resolver a equação 29+px+q=0 sabendo-se que uma das raízes é 
а soma das outras. Qual o valor de q para que essa condição se 
verifique? 

Resolver a equação 23-52? - 22 — 24 =0 sabendo que a relação entre 
duas de suas raízes 6 - 2. 

Achar as raízes de 229224237 - 15=0, sabendo que elas estão 
em progressão aritmética. Economia - UFRJ = 1971). 

Resolver a equação 8423 - 5622 + 14z — 1=0 sabendo que suas raízes 
estão em progressão geométrica, 

Resolver a equação 2z! — 11224187 - 0 
a média harmônica das outras. 

Dê а soma dos produtos distintos dus raízes, tomadas três a três, 

da equação 67 -8r4-323-22 +52-1=0, (ENE - 1901). 


Determinar m nus equngóes abaixo de modo que satisfaçam as con- 
dições indicadas: - 
28) 2 - 7z--m =0 tenha uma raiz igual ао dobro da outra. (U. 
22+mz+21=0 tenha a soma de duas de suas roízes igual а 4, 
12-201-+m=0 tonha uma raiz inversa da outra. 
27+mx*-62+8=0 tenha suas raízes em progressão aritmética. 
22*-21z?-Fmz - 16=0 tonha suas raízes em progressão geométrica. 
Determinar a condição pará que duas raízes da equação 2º - ba? + 
"ez - dm 0 sejam simétricas. 
Detei r m de modo que а equação r*- ür?-F(m-S)z - m=0 
tenha as raízes em P.A (ЧОЕ - 79). 
A equação do 3.º grau que tem uma raiz igual a -5, a soma e o produto 
das raízes respoctivamente iguais a 5 е -120 6... .... 
(E. Flum. Eng. — 1957). 
Resolva a equação z* – 2r? — 112+12=0 sabendo que uma das raízes 
6 igual A soma das duas outras. 


bendo que uma raiz é 


(E. Naval - 1952). 
Calcular m do modo que & хт = 2=0 tenha uma rais 
dupla e calcular as raízos dessa equação. 


(E. N. Engonharia - 1061). 
Resolver a equação z*--323--3:2 —2-0 sabendo que a soma de 
duas de suas raízes 6 -1. (E. N. Engenharia — 1059). 
Be a, В e ^ forem 3 números distintos, satisfazendo As rolações 
at + pa +q =0 
8° рв а= 0 
ла +рл +g =0 
provar que se terá: 


GBA 
(E. N. Engenharia = 1938). 


Composição das equações 


40) Determinar m do modo que a equação z* + mz? + 82-3 = O ten 
uma raiz tripla e calcular as raizes desta equação a 
(E. N. Engenharia — 1054). 
41) Resolver a equação 
ios d 
-1 s 0 + 
0-1 z 
0 -1 
0 0 


0 
0 


sabendo-se que admite duas raízes simétricas. 
(E. Engenharia - Pernambuco - 1885). 


pm oon 


-6 
0 
0 |= 0 
0 
z 


ResPosTAS: 


1) z3-9:3 4-26: -24=0 


2) 29-54217: - 18-0 21) 76 
3) 24-1322 436-0 
4) 24487? - 16z- 20-0 ped 22 im, 4-0 
5) z*- 225 - 2:3 425 - 8-0 аса 439 
6) 2*- 10724+307=0 RO o 
T) 424 - 2323 +02 +10=0 ll, i 
В) 25- 16z4 +85? 22622-4 Se tá 
+2742 - 00-0 21302 
9) 60-30 1 2 
10) 06-5 LES 
1) 000 
12) 0 e 11 РИ Er 
m is 90) 12 ou - 18 
M 702 31) -3 
i 32) 42 
ijo. зз) bemd 
y ees 34) 15 
16) 19-1 35) z? - Bz - 262 + 120 = 0 
17) -2268 38) -3, 104 
18) 2,305 37) m=-3, тү=ла=-1 o n2 
19) 2,205 14 15 á 
20) E=F=0eD%0 38) —— eiii 


39) Ве а, B e à satisfazem às relações dadas, são raízes do n3-+pa-+q=0, 
сија soma de suas raízes é nula. Logo, prensa ai 


40 m=-6; meza=za=l e z4=-3 
41) =1 1, 2038 


PROPRIEDADES DAS RAÍZES RACIONAIS 
INTEIRAS E DAS FRACIONARIAS 


Teorema. 


So um número racional JU, sendo N e D primos 


entre si, é raiz da equação racional inteira, de coefi- 
cientes inteiros 
a q 
então N é um fator de am e D um fator de ag. 


ONSTRAÇÃO: 
Substituiremos, em (D, z por > (raiz da equação) : 


3 $) + á (Gy eon (5) +an=0 (D 


Multiplicando ambos os membros de (II) por D^, temos: 


ао N*-ka, №". р+... Баһ N. р"-1+а". р" =0 (IT) 
з. N CoN Pira NS. Р... Fai Dn?) = - anD” 


Como N é um fator do primeiro membro é também um 
tor do segundo. Mas, como por hipótese, D e N são 
primos entre si, então N é fator de ap, e, portanto, um 
divisor de am. 

4 Se na (III) passarmos o primeiro termo para o segundo 
membro e não o último, temos: 


^ D(a М1... bana N DPI 44. D") = -ao N” 


E, como D é divisor do primeiro membro é também do 
“segundo; mas, não sendo divisor de (por hipótese) então 
será divisor de ac. 

E está demonstrado o nosso teorema. 


Raizes racionais 


24. Observações. 


1.) Toda equação racional inteira de coeficientes inteiros 
cujo coeficiente do termo de maior grau é a unidade, se 
possuir raízea racionais elas serão inteiras, 

Então uma equação da forma 
E +... + anit + an =0 
não pode ter raízes racionais fracionárias, 


2.) Uma equação racional inteira de coeficientes inteiros que 
possuir o coeficiente do termo de maior grau diferente 
da unidade não pode ter apenas raízes inteiras. 


3.2) Toda raiz racional inteira de uma equação é com o sinal 
+ ou — um divisor do termo independente da equação 
(suposta desprovida de raízes nulas). 


4.2) Toda raiz racional fracionária tem para numerador um 
divisor do termo independente da equação e para deno- 
minador um divisor do coeficiente do termo de maior 
grau (esses divisores podem ser positivos ou negativo: 


25. Exercícios para resolver. 


1) Pode a equação 2*--z* — 2123 - a--20« 0 ter raízos fracionárins ? 

2) Sabendo que a equação 224-4521 – 5z ~ 2=0 tem todas as raízes 
racionais, diga so todas elas podem sor inteiras. 

8) Sabendo que a equação z* — 102343521 - 50z--24«0 possui 4 raízes 
racionais positivas e consecutivas, ache suas raízes. 

4) Sabendo que а equação 222 - 722-72 — 2=0 tem 2 mízos racionais 
inteiras ө uma fracionária, todas positivas, ache suas raízes. 

5) Sabendo que a equação z*  6z3--18* — 19z - 100 admite 142 
como raiz e tem duas raízes racionais, diga, sem resolver a equação, 
quantas raízes complexas, quantas fracionáriss e quantas racionais 
fracionárins o inteiras, possui в equação. 

8) Sabendo que as raízes da equação 224+622+117+6=0 são racionais, 
inteiras, consecutivas ө negativas, ache essas raízes, 

7) Verifique quais das frações abaixo 


Álgebra — Terceiro ano 299 


26. Soluções dos exercícios. 
1) Não. Ver N.º 24, 14 
2) Não. Ver N.º 24, 2» 
3) Acham-se os divisores do termo independente: 


SES 
prm 
PI 


76-12-24 


Ê fácil de concluir que as rafzes são 1, 2, 3 e 4. 


Os divisores do termo independente são 1 e 2. Logo, são estas us 
raízes inteiras. 


Como os divisores do cooficiento do z* também são 1 e 2, então a raia 
fracionária será uma dus seguintes: 


ES 
2 
Portanto, 6 + pois ав outras trés hipóteses são raízes inteiras. 


ou 


5) Como o número de ruízes complexas tem de ser раг (N.º 14), então 
existem 2 raízes complexas. Se tem 2 ruízes racionais, ndo existe 
raiz irracional. 


Como o coeficiente de za é a unidade não existe raiz fracionária (N.º 
24) e as duas racionais são inteirus, 


6) Acham-se os divisores de 6 (N.º 24, 3: 
tl; £2; £3 e +6 


Como as raízes são negativas temos apenas : 
Como são consecutivas, temos: -l, -2 e 3, 


1, 2,306. 


7) Acham-se os divisores de 30: 1,2, 3, 5, 6, 10, 15 е 30; e os divisores 
de 6: 1,2,8 0 6 (com sinal + ou =). 


As frações 5. е Š são excluídas, pois seus denominadores não 


são divisores de б. A fragáo 6 excluída pois seu numerador não 
6 divisor de 30. 


„ 2: que poderia iui atis de QA DEO: 


їй. Ж 
Restam pois: qe 3-3 03 


з 3 


ap 


y 30. Exemplos de determinação de transformadas 
aditivas. 

I) Determinar a transformada de 224 — 32? + 8z — 10=0 
(primitiva) cujas raízes estejam aumentadas de uma 
unidade. ^ 

A fórmula de transformação é y=x=+1 (h=-1) 

Empregando o dispositivo de Ruffini-Horner, temos : 


2 03 8 -10 
-1|2 -2 4 9 (-19 
2 4 3 (0 
2 -6 (9) 
c9 


E a transformada será : 
214 = 82° + 922 + 62-19 =0 
ID Diminuir de 3 unidades as raízes da equação : 
2-7 + 142-8 = 0 


isto é, achar sua transformada mediante а função 
transformatriz y = 2-3. 2 


Temos: 
Ji 7 u 3 
[та 3 (2 
1 -1 El 
1 ё 
1 


A transformada será: 23 + 22?-1-2=0 


81. Aplicação das transformações aditivas. Pode-se 
na fórmula de transformação y=z -h atribuir a h um valor 
tal que um dos coeficientes da transformada seja nulo. 

Não é difícil determinar esse valor de h. 

Basta que se desenvolva o primeiro membro de (s — A) =0 
pela fórmula de Taylor (pág. 276 — ID. daa 
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¿ Temos : PER TEN 
earn Dar s TE nno 


É fácil de vermos que se quisermos que um dos coefi- 
cientes seja nulo, por exemplo o do termo de grau i(i £m), 
basta que se faça 

«e (= 

Lo 

il 

Portanto, os valores de —h que anulam o coeficiente do 
termo de grau i, são as raízes da equação 
1" (2) =0 


onde + 6 o grau do termo que se quer anular o coeficiente е 
19 (2) 6 a derivada de ordem i de JG. 


Concuusño: 


rovida. 
transformada aditiva de Jí 
transformatris y =x ~ A, onde 


= 0 obtida alandi 
fel pony 


32. Observações. 

15) É evidente que, no N.º 81, teremos tantas transformadas 
quantas forem as raízes de f? z) = 0. 

2.) Não podemos achar uma transformada desprovida do 
termo de maior grau m, pois a derivada de ordem m 6 
uma constante e não se teria a equação 1% 2) =0. 

85) Não podemos também determinar uma transformada 
desprovida de termo independente (de grau zero), pois 
a derivada de ordem zero de j (x) é convencionalmente (2). 


33. Exemplo. 


Dada a equação 23-31? + 41 — 6 = 0, determinar uma 
transformada desprovida do termo do 2.º grau. 


idee 


Transjormagáo. de equações 


Função transformatriz: y = z—h; h 6 a raiz da equa- 
são $” (x) = 0. 

Рб) =30-00+4 e f” (z) = 62-6 

17. 62-6=0 .т=1 sh] 


Temos : 


1 

1 

1 -1 (QD 
1 (0) 

1 


E a transformada será: z + 2-4 = 0 


(Se houvesse 2 valores de z, poderíamos ter 2 transfor- 
madas). 


34. Transformações multiplicativas. São as trans- 
formações cuja função transformatriz é 


y = kz (k um número real relativo) 


A transformada tem, então, cada uma de suas raízes, 
iguais às raízes da primitiva, multiplicadas por uma cons- 
tante k. 


Seja a equação primitiva. 
1@ = aoz" Fa acti + ... + an-13 + an = 0 [0] 
A fórmula de transformação é: y = kz 

Substituindo o valor т = + em (1) e mudando у por x, 
obtemos a transformada de (1): А 

do z2" + a kz" hk ... + ami k"! 2 + an k" = 0 (3) 


ConcLusão: 


Para se achar a transformada multiplicativa do 

18)=0, hasta que so mulipliquem, respectivamente 

ko, kt, kè, . ' pelos coeficientes de f(z), n partir 
do дан do termo de maior grau. 
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35. Exemplo. 
Obter uma transformada da equação 
PET- ETETETT] 
cujas raízes sejam respectivamente o triplo de suas raízes, 
A fórmula de transformação 6 y = 3z; logo: k = b 
E a transformada será : 
39. 22-31. 29432, 243º. 1=0 ou 234+3724+924+27 = 0 


36. Observações. 


1º) Se k = —1, a transformatriz será y = —z e а trans- 
formada é chamada de transformada simétrica ou trans- 
formada em - =. 


E, para achar a transformada simétrica de / (z) = 0 basta 
trocar os sinais dos termos de j (z), que sejam de paridade 
diferente da do termo de maior grau. Exemplo: 


A transformada simétrica de 
= 723 + 612 — 02+ 17 = 0 
6 z^ + Tz? + 5z? + 6z +17 = 0 


pois o termo de maior grau (4) sendo par, basta trocar os 
sinais dos termos de grau ímpar. 


25) Se k= $ (h inteiro o relativo), a transformatriz será 


y= ES e as raízes da transformada são iguais às raízes 
da primitiva divididas por h. 


Para determinar essa transformada é fácil de ver que 
basta multiplicar os coeficientes de j (2), respectivamente, 
por A”, À"-!, ..., А0, а partir do termo de maior grau. 
Exemplo; 

Achar в transformada de 2424-3273 + 522-2 +1 = 0 
cujas raizes sejam a metade das raízes da equação dada. 


L ya 
y= е key 0. h=2 


Transformação de equações 


De acordo com a regra, a transformada será: 
94. 224—923. 313 4 22. 522-2.2+20.1=0 
ou 327% — 2413 + 207? -22 + 1 = 0 


3.) Se não existir um ou mais termos da primitiva, nós os 
consideraremos como sendo iguais a zero. ^ Exemplo : 


Achar a transformada de z5 - 3z + z—1 = 0 mediante 
a fórmula de transformação y = 2%. 

Temos : 

23-21 . (02*)--2? . (329) 4-29. (02) 42%. (+28, (= D=0 
.. 25-022? + 102-32 = 0 


37. Aplicacóes. 


1.º) Dada uma equação f(x) = 0 obter uma transformada 
que ndo possa admitir raízes racionais fracionárias. 


Como vimos que para que uma equação não admita 
raízes racionais fracionárias é suficiente que o coeficiente do 
termo de maior grau seja um, então basta que schemos uma 
transformada de / (x) = 0, mediante a transformatriz y = kz, 
sendo К o coeficiente do termo de maior grau, e, a seguir, dividir 
toda a equação por k. Exemplo : 

Obter uma transformada de 273 ~ bx? + 32-1 = 0 que 
não possa admitir raízes racionais fracionárias. 

A fórmula de transformação 6: y = 2z. 


A transformada será: 
223-2. ба? 4 22. 8-2.1 = 0 


e dividindo a equação por 2, vem: 
24-504 62-4 =0 
2*) Dada uma equação cujos coeficientes sejam fracionários, 


obter uma transformada cujos coeficientes sejam inteiros 
e о de maior grau seja a unidade. 


Eliminam-se os denominadores e a seguir, conforme a 
aplicacáo I, anterior, tomamos o coeficiente do termo de 
maior grau unitário. Exemplo: 
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Achar a transformada de z*— Za? 32-1. = 0 cujos 
coeficientes sejam inteiros e o de maior ES N 
Eliminando os denominadores: 1273 — 82+9z — 1-0 
Achando a transformada mediante y = 12z temos: 
1223 – 12 . 812 + 122. 92-122. 1 =0 
dividindo tudo por 12 obtemos a transformada pedida : 
23 – 812 + 1082-144 = 0 
Nora: O problema poderia ser resolvido fazendo у = 6z direta- 


mente na equação dada. Obteríamos 2º ~ 4z? + 277 - - 
satisfaz ao problema. A primeira solução 6 hd жй КА s 


38. Transformações recíprocas. São as transforma- 
ções cuja função transformatriz 6; y = — 


+ А transformada tem, então, cada 
iguais aos inversos das raízes da primitiva. inr: 


É claro, pois, que a primiti 
, пе a primitiva não deve ter raíz 
e portanto deve existir o termo independente.” кшш 


Seja a primitiva : 
1060) = поз" + а4"1+...+а„ат+а„=0 (1) 
onde do #0 e а» #0 ” 

A fórmula de transformação 6: vejret 


Substituindo o valor de z em (1), obtemos a transformada 
1 1 
data rt tam. y + an =0 


O80) Hary +. °. + анау" + any" = 0 
ou On 2" + a.-1z77 +... +az +a = 0 


ConcLusão: 


Para se achar a transformada recíproca ou inversa 

de je basta tomarmos para cocfcientes da nova 
, suposta completa, os cocficientes di 

Primitiva, cocelletados em оеш lave: о 


Transformação de equações 


39, Exemplo. 
Achar a transformada recíproca de 
24 4 213-322 + 5z +3 = 0 


А transformada será: ^ 
304 + 523 – 822 + 2: +1 = 0 


OnarnvaçÃo : Se não existir um ou mais termos da primitiva nós 
os consideraremos como tendo coeficientes nulos. Exemplo: 


Achar a transformada recíproca (ou inversa) de 

Tab + 26-09 +5 =0 
A transformada será: 

529-204 2267-0 
40. Transformações homográficas. Dada а equação 

16) =0 а) 

chama-se transformada homográfica de (1) в equação obtida 
mediante a função transformatriz do tipo 


az +5 
api 9 


ab 


onde D= xo 


ed 


As transformações aditivas, multiplientivas e recíprocas, 
já estudadas, são casos particulares desse novo tipo e chamam- 
se homográficas simples. 

É fácil de ver aliás, que dando valores convenientes a à, 
b, c e d, em (2), pode-se, sempre, de uma homográfica recair 
em uma homográfica simples. й 

E, reciprocamente, uma transformagáo homográfica pode 
ser realizada, efetuando-se sobre a primitiva sucessivas trans- 
formações homográficas simples. 


41. Exemplo. Transformar a equagáo 
a+ 2-2 +1 =0 "m 
] z- 
de modo que cada raiz y da transformada seja y = 7 
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Podemos escrever, somando e subtraindo 2 ao numerador, 
E+ 2-E 243 5  , 5 
2+1 zl zi *1 


Fazendo : 


zezdtl; u=t; w-bu; t=-w; y=t+2 


De acordo com as transformações já estudadas, temos ; 


1.) A transformada, mediante г = z + 1, 
zt- 4z? + 8r? -92 5-0 


25) A transformada, mediante а = Û, é 
5ч* = gu + 8u? du +1 = 0 


3.9) A transformada, mediante w = 5u, 6: 
Swt- 5 . 9ш3 + 52. Su? - 53. 4w + 55.10 
ou — Bwt- 45103 + 200w? — 500w + 625 = 0 
4.) A transformada, mediante Ё = — w, será: 
51* + 45€ + 2001? + 500! + 625 = 0 
ou ts + 98 + 402 + 100: + 125 = 0 


5.º) Ou, finalmente, a transformada mediante у= t--2, 6: 
y* + y? + 10y? + 16y +20 = 0 


42. Exercícios para resolver. 


Determinar as transformados d 

1) 324 - Sr! +629 - 27-14 70 cujas гилоя estojam aumentadas de uma 
unidade. 

2) c ES cujas raízes estejam numentadas de uma uni- 


lade. 
8) z3--15z?--74z--120—0 de raízes diminuídas de uma unidade. 
4) 25 — 2z*--52? – 4-0 de raízes diminuídas de uma unidade. 
5) 229-1222 -41+7=0 de raizes numentadas de 2 unidades. 
0) 2z* - 753 — Sr? iz - 1-0 do raízes diminuídas de 3 unidades. 
T) 2442047947410 mediante a fórmula de transformação y=z+1 


Transformação de equações 


B) 21-42? -2243=0 mediante a função transformatris yz — 1. 
9) 29422 -z+1=0 de raizes diminuídas de 0,2. 


10) 23-42 442-6-0 de raízes diminuídos de É 


Determinar as transformadas de : 
11) 23-323 -9z--570 desprovida de termo do 2° grad. 
12) 22-62? +122-5=0 desprovida do termo do 2° grau. 
18) 23--32?--12z--9 — 0 desprovida do termo do 2.º grau. 
14) 29-42%442—6=0 desprovida do termo do 2.º grau. 
15) z!-62?--12z- 7-0 desprovida do termo do 1.º grau. 
16) 2º-272-47-10=0 desprovida do termo do 1.º grau. 
17) 224 — 16242822 - 12+-19=0 desprovida do termo do 3* grau 
18) 22-62? - 1524-000 desprovida do termo do 1.º grau. 
Determinar as transformadas em -z de: 
19) 23-523 32-820 21) 25-24 - 8234222 - 1824+7=0 
20) z4- Sape 1-0 22) 29-2-2=0 
Determinar as transformadas simétricas d 
28) х*-:'+а%9-т+1=0 24) z! -25-z13-1-0 
Determinar as transformadas Че: 
25) 229-23 - 18z -9 0 mediante a transformatriz y= 22 
26) 1-22 +z+1=0 de raízes iguais ao dobro das raízes da equação 


la. 
2) “a +82+8=0 cujas rafzes são os triplos das raízes da equação 
а. 


28) 223 - 522-472-120 mediante n fórmula de transformação y=37 

29) z? -3124+5142=0 de raízes divididas por 2. [UFRJ = 19701. 

30) 82% = 52 4112 -7=0 de raizes iguais à metade dus raízes de primi- 
tiva. 


31) 323-523 -11z- 740 medianto a fórmula de transformação y = = 


32) at -162-812--322—16=0 de raízes iguais à metade das rafes de 
equação dada. 

38) 24-22 1-0 de raízes igunis по dobro da primitiva. 

34) 28+37º -81=0 de raízes divididas por 3. 


Obter transformadas das equações abaixo que não possam admitir 
rafzes racionais fracionárias : 


35) 21*--3z a? - 22-8. 


Achar as transformadas cujos coeficientes dos termos de maior grau 
seja a unidade, 


87) 3-162? +31 +10=0 


36) 333-572 +2-1=0 


38) 222-214-821 - 10 
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Achar as transformadas de: 
7 8 5 
D) s-Is4Pi-i-o 


pajos coeficientes sejam Inteiros, sendo o do termo de malor grau 


Achar as transformadas recíprocas de: 

41) 3:9 - 5254-24 - 2 E223 2450 

42) 25 Bet Ret - 423 Fia - 30 

43) Sendo a, b e c as raízes da equação Лх? Вг 2+Cz+D=0, escreva a 
equação de raízes L, Le +. 

(Engenharia - 1966 - GB). 

Achar as transformadas inversas de : 

44) 242242410 45) 2^ -2-8-0 


Achar as transformad: 
ae enean par equações abaixo medianto a fórmula 


46) Se! -523+1l2-7m0, у= 1 
4T) zt- 2r345z-4=0, ym 2048 


48) z!-22-:41-0 y= E 


49) Dê a transformada da equ Bat- 3 - 
оа (quito Bi Né RA Lo dp 


50) Transformar a equação zè- 219477 - 40 
ases sejam iguais As suns aumentadas de uma unidade, ^ 2 
a (E. T. Exército ~ 1943). 
Dada a equação z1 +62 + (m+ 12) 7+(2m+40)=0 
outra desprovida do termo do 2. fc eire pers 
para que o dobro de uma das raízes 
firmada jaca miis poma des cie шы, n 
(E. N. Engenharia - 1947). 


RusrosTAR: 


1) 32*- 2023-4873 — 502 +33 = 0 8) 2*4? F3 3-0 

2) 224 - 82! -023-6z - 19-0 9) z'--1,62? -0,482-+0,848=0 
3) 2*4+182% 1072-210 =0 10) 272% -38:-146«0 - 

4) 2145214829492? 492=0 11) 2º-122-6=0 


5) 25-282447=0 
6) 24+4+17214377* - 162 - 85-0. 
7) s*-38* 4a? - 2o 1-0 


12) z*+3=0 
18) $*4-9z2- 1-0 
14) 272" - 866 - 146-0 


Equações recíprocas 


15) 2º+1=0 83) 24-47? - 16-0 


16) 2*4+42* - 18-0 34) 3254 z*-1-0 

ou 2723 10803 - 2300 35) “+82 +222 Re +64 =0 
17) 22%- 2522 –43:+1=0 36) 22-52? +32-9=0 
18) 2º-+972-10=0 37) z3- 16z +9: +90=0 


ou 23-022 +98=0 
za! +3 +8=0 
2-2-1 =0 
8-4-3222 -1Br- T = 


38) 25-224 + 10z? 16=0 
39) 2-402 84r - 8430-0 
40) z*-92*--7207- 2304-0 


41) 51025420204? -52+ 
at z-220 +3=0 
ata) bz 2+1=0 42) 325— Bz4 4? - 2014 
a" -35-z*« 1-0 +32-1=0 
®%+-2% - 367 -36=0 43) Dz'- Cz! Br+4A=0 
23-423 +4r+8=0 44) z+ ++1=0 
24 - 9073 +216 +648 =0 45) 425+z4-1=0 
223 - 15:2 46374324 =0 46) 19274+8027? +44247=0 
Ro? = 122 +10 +2 =0 47) 29 -1322+712- 155=0 
2423 - 2022-4222 - 770 48) 29424224172 13 0. 

31) 19273 48022 +442 - 770 49) 3:4 - 332? - 302 130 
) rt ра 01242-10 50) 29 - 522414: - 14=0 


Transformada: z*4-mz--32-0 e m=12 


EQUAÇÕES RECÍPROCAS 


43. Preliminares. De um modo geral, chama-se equação 
recíproca a toda equação equivalente à sua transformada in- 
versa ou recíproca. 


Isto é, diz-se que uma equação racional inteira da forma 

F (a) = aoa" + а 2" +... anı 2 + an =0 (D 

6 recíproca, quando admitindo a raiz а з 1, de multiplici- 
dade p admitirá também a raiz = do mesma multiplicidade 


(supomos a > + 1 porque para а = 1 ou a = – 1 não podem 
corresponder outras raízes, pois esses dois números coincidem 
com seus inversos). 


Pode parecer, já que a cada raiz a corresponde uma raiz 


1, que uma equação recíproca tenha sempre um número par 
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de raízes, seja de grau par. Existem todavia equações recí- 
procas de grau ímpar, porque como já vimos as raízes + 1 
e —1 não têm correspondentes distintos. 

Chamam-se termos egüidisianes dos extremos de uma 
equação recíproca (I) a dois termos do primeiro membro de 
(I) tais que o número de termos que preceda o primeiro seja 
igual ao número de termos que suceda ao último. 

Denomina-se fermo central de uma equação recíproca (D), 
de grau ímpar, ao termo do primeiro membro de (I) que é 
precedido e seguido do mesmo nümero de termos. 


44. Classificação de equações recíprocas. Seja a 
equação recíproca (I) do N.º 43 e a sua transformada inversa : 


ans" + ds-iz77 +... tazta=0 (п) 
Se (Т) é uma equação recíproca, de acordo com a sua 


definição (N.º 43), é equivalente a (ID), e, portanto, os seus 
coeficientes s&o proporcionais. Logo: 


SY) q e. а afria Gwi ے‎ 4% 


ou 


67012. 


Como Gm- e a, são coeficientes de termos eqiiidistantes 
dos extremos, então podemos dizer que em ита equação rect- 
proca, os coeficientes dos termos equidislantes dos extremos são 
iguais ou simétricos. . 

Se a, = a, tem-se uma equação recíproca de 1.º classe, 

Se a, = — as, tem-se uma equação recíproca de 2. classe, 


Uma equação recíproca de 2.º classe não tem termo con- 
tral (aj), pois se а, = -а„ а, = 0. 


45. Forma normal das equações recíprocas. Mos- 
tremos que podemos reduzir o estudo das equações recíprocas 
во caso das equações recíprocas de 1.º classe de grau par. 

Suponhamos que a (I), do N.º 43, seja ums equação 
recíproca de 2.º classe. 


Equações recíprocas 


Para z = 1 o primeiro membro de (Т), ficará : 
F(1) = œ+ ài + ... + da-ı + Gn 


mas, se (I) 6 recíproca de 2.º classe, a, = — a, 4, logo, F (1) =0 
e, portanto, 1 é a raiz da equação (I). 
Dividindo F (z) por 2—1 (dispositivo ftuttini), temos: 


ао. 

bo = ao 

A equação 
boz™! + bia b da dr = 0 an 


ainda é uma equação recíproca, pois admite as outras m — 1 
raízes de (I) 


Da divisão efetuada acima temos que: 
1Xb.:i-ca4-0 .*. a4 m —bas € ao = bo 


NES 
. bai (0 


Como a (I) é recíproca de 2.* classe, a, = ~ ау 
6 = bo ou bas = do 
e, portanto, a (IT) 6 recíproca de 1.º classe. 
Se a (I) fosse de grau fmpar, a (IN) seria então, como 
queríamos mostrar, uma recíproca de 1.º classe de grau par. 
Se a (I) fosse de grau par, a (II) seria uma equação reci- 
proca de 1.º classe de grau ímpar. 


Como uma equação de grau fmpar tem número par de 
termos, e uma recíproca de 1.º classe tem d, = an, então, 
para z =- 1 о primeiro membro de (II) se anularia, pois 
os graus dos termos eqüidistantes dos extremos sendo de 
paridades diferentes, para z = — 1, seriam simétricos. Logo, 
—1 é raiz de (II). 

Dividindo o primeiro membro de (IT) por z-- 1, obtemos: 


bob. 
-1 | co = bo 

A equação 
со2"-2 + сут"-1+... tens temam (M) 
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é sinda uma equação recíproca, pois admite as outras m—2 
raízes de (D. 
Da divisão efetuada 


=1 Xensa + Ба =0 .". bmi = Cm 0 c= bo 


Como vimos que Bb... = bo então Cm-2 = со, logo a (ТЇЇ) 
6 uma recíproca de 1.* classe. 

Acabamos pois de ver que uma equação recíproca pode 
sempre ser reduzida, mediante divisões sucessivas de P (z) 
рог 2—1 e z + 1, в uma equação recíproca de 1.º classe de 
grau par. 

A forma normal das equações recíprocas é, pois, uma 
equação recíproca de 1.º classe de grau par, da forma: 


ао 22? +o 127—1 +... p а,” +...ат+а=0 (IV) 


Onsenvação : Após dividirmos o primeiro membro de uma recí- 

prosa de 2» clas de grmu par por z= 1 ou o primeiro membro de uma 

.* classe de grau ímpar por 2-+1, devemos também dividir 

o E encontrado pelo mesmo divisor, pois pode acontecer que +1 
ou -l seja rais múltipla da equação. 


46. Conclusões importantes 


1.º) Toda recíproca de 2.º classe de 
é [odi admite, M um pen grau de multiplicidade, 


22) Tola recíproca de 24 classe de gra 
T corn um orto gran de milii 
dade, a a Hi 


3.) Toda recíproca de 1.º classe de grau 
fmpar ite, com um certo grau de multiplici- 


conveniente desembaraçar a equação 
os 10 —1. 


47. Aplicações. 


1.) Sabendo que a equação 224 + 52º — 52—2 = 0 não admite 
raízes múltiplas, diga pela simples observação da equação 
duas de suas raízes. 


De acordo com a 1.º observação do N.º 46 a equação 
admite as raízes +1 e -1, 


Шот: 


mc 
046. Equações reciprocas 
cit à PAR 


2.) Resolva a equação do exercício anterior. 
Já sabemos que ela admite as raízes zı = 1 e za =-1 
Desembaragando a equação dessas raízes, mediante o 
dispositivo de Ruffini 
25052 
i|lz 7 7 2 (0 
2125 2 (0 
temos a equação : 222 + 51 +2 = 0 
cujas raízes são: 23 = ~2 e 24 = -i 


3.º) Escrever a equação recíproca 
417 — 400 — 2125 + 2124 + 2133 - 2122-42 +4 =0 
sob a sua forma normal. 


É de grau ímpar de primeira classe, logo admite a raiz = 1, 
Desembaragando dessa raiz e verificando também se ela 
não é raiz múltipla (o mesmo para a raiz 1), temos: 


_|4-4 21 21 21-21 4 4 
а-в -13 84 -13 -8 4 (0 
-1 |4 -12 -1 85 48 ——— 
1|4 -4 -17 17 4-4 (0 
1014 0-7 0 4 0 
1|4 4-3 


A equação dada tem para raízes: – 1, 16 1. 
Desembaraçando-a dessas raízes, temos : 


414-1722 + 4 = 0 
que é а equação pedida. 


48. Resolução de uma equação recíproca. Seja uma 
recíproca sob a sua forma normal: 
aor? + ал 22-1 t... Ha +... Riz doo m 0 (IV) 
Como ав = 0, a equação não admite raiz nula. 
Dividindo tudo por x”, temos : 
ao #7 + az teta to tt =0 
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Grupando os termos de mesmo coeficiente : 
1 
a(2+5) + (оа) ое, -0 (0 


Para resolver (V) usamos de um artifício. Notamos que 
para qualquer valor inteiro de p se tem: 


1 1 
(+ (+) = aba bau > 
1 1 1 
er (+) (2+ 5) (rz) (у) 
Fazendo z 4- i = y e tendo em vista que 29 + E -2, 
podemos escrever, substituindo na (VI) p por 2, 3, 4, ... 


1 
3 - (att) (0+ 1) (а) = 1-2 
ual e PES 1 2 2-8; 
= теа) old ETE ia da Бе 


Substituindo esses valores encontrados na equação (V) 
obtemos uma equação de grau p em у, que nos dá p raízes. 
Substituindo cada uma dessas p raízes na equag&o: 


+1 = y ou zi-yr--1 = 0 obteremos р equações do 
2. grau em z cujas raízes s&o valores recíprocos de т. 


Temos, portanto, 2p valores, que süo as raízes de (IV). 
Acabamos de ver que a resolução da equação (IV) de 
grau 2p recai na resolugáo de uma equacüo (V) de grau p. 
A esse fato damos o nome de abaizamento do grau da 
equação (IV). 
49. Exemplo. 


Resolver a equagáo 
1248 — 415 — 5374 + 537? + 42-12 = 0 


Como é uma recíproca de 2.* classe de grau par, admite 
as raízes +1 e-l. 


318 Equações reciprocas 
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Temos então: 
-4 53 0 5 4 -12 Resolver as equações recíprocas : 
M T) Zatz? - 52-270 10) 2r4-5r3+52-2=0 
1 8 4545 8 12 (0 8) 24-2:1+22-1=0 11) 3z*—4z? - 1419-47 +3=0 
a а Er a -4 2 (0 9) 523-3123 01s - 6-0 12) 25 - Ba -dz! 42 3r 100 
P Resolver as equações: 
Desembaraçada das raízes 1 e —1 a equação ficará : 13) 819—5425--0374 -9373+547 -8 0. 
(B. Politécnica U. Católica - Rio = 1957). 
1014 - 4 – 419? dz + 12 = 0 14) 107% - 772% + 15073 = 772 + 10 = 0 ere 
Dividindo por 2%, уеш: 15) 420-21114212*-4=0 
12 16) 02° 4+-07%-822%-82124-9240=0 
1222 -45-41- +00 CO ID Aat - 202 252-2088 — S 6 4200042008 — 2054-40 
18) 32° - 2228 + 272% - 272? + 20g - 8 =0 а 
ou 12 (e + 5)- 4 (+ DE -0 | 19) &r*- 3523-622? -35:+6=0 ET neon 
d 20) 12:4 - 453 - 415? 42 +12=0 ý 
Fazendo: 2+ [d Désir, b ө c para que as equações abaixo sejam recíprocas 
12(y?-2)-4y-41 = 0 21) 6z* -az?-+627º -352-+b -0=0 
oie gas alo 22) 5т*+(а-Ь)т%+4ш9+5-1=0 
O = dy — 65 = 28) a8+a+b-e) 2 *- Hir - (Ta D) 23 Hirn boe 
cujas raíses não : E $us E Баса 20 ec, para que as equações abyixo sejam do recíprocas 
| 24) azt - 32140-00) z* (22 -b)z +e+1=0 
Substituindo esses valores obtemos : 25) 2º (abre) z5--02*-- 2)" Bes + = Lm O 
227-57 +2 =0 e 622 + 18z + 6 =0 | e усе LE (@%-с)т+а-5+с=0 
char ов valores de p e q, de mod A 273 il 4 
cujas raízes во: mue mis aper dE NEN r | 
А ma 22.23 28) Dada а equação (B. Матай. 
2 3 2 20480254 (b 2) z*-- (4a--b -c) 29 2423 --(b -2a) z - 190 | 
73 determinar a, b e ¢ ta ja rei; > 
As raízes da equação dada são, pois: Бтр du rt уйт pai muet Vibrio de a ed 
= (D. N. Eopolaria - | 
11+%33 ESPERA ! 
2 8 2 Respostas: | 
50. Exercícios para resolver. 1) 224-2? - 112742420 8111-1 
2) 24%+5:+2=0 1 
Colocar as equações abaixo sob a forma normal: 3) 32 - 1074320 9 1 505 
1) 229-425 18:41822 -2- 220 3) 824 - 1023-102 - 3-0 4) 42? -172+4-0 1 
2) 2:1+1:1+1:+2=0 4) 42" - 2122 21z- 4-0 Б) 424 -17214+4-0 ا‎ Tb 
5) 427 +42" - 2123 2134421294213? - 42 4=0 6) г*+г*+:1+1=0 1 
re ш -1, -L 30 5 
8) *-1=0 fta 3 
7774 1) 1 Lic 
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1 1 1 
13) £1 2, qr 4e 1A ш) 3303 


1 -2 
ж) 2 Fe 


21) a=35, b=41 
22) a=10, b=6 
23) a=b=c=l 

17) 1, 1, -1, -1, 2, 2, 1 e i 24) a=2, b= 

25 a=2, b=], c 

28) a=0, 0-1, e 

Se for de 1^ classo: p=-2 е q=1 

14 13 + Уз уз e 1- ҮЗ + V-2 8 

2 2 


pod 
Mg т 2 5 
15) 1, -1 +2 e E 


16) =, 480 +1 


24 151 
3 


18) +1,3+2 V7 e 
27) 


raízes 


Se for do 24 classe: p=2 o qu-l 


raízes: 1, 1, 1 e 
28 а= 7 b=3 с=-1 
As raizes são: #1, ti e 24+V3 


DELIMITAÇÃO DAS RAÍZES 


51. Preliminares. O problema da delimitação das raf- 
zos consiste em determinar dois números 1 e D, entre os quais 
estejam compreendidas as rafzes reais de uma equação. 

O número 1 diz-se cota inferior ou limite inferior das raízes 
negativas; o número L chama-se cota superior das raízes 
positivas. 

É claro que sempre se poderia tomar | = — o eL = + o, 
contudo a pesquisa das raízes exige intervalos pequenos, pois 
quanto mais próximos das raízes forem le L, mais fácil se 
tornará a procura das raízes, 

São vários os métodos de determinação de colas, todos 
eles baseados no seguinte princípio : 


É condição necessária e suficiente para que um nú- 
mero L seja cota superior das raízes de 
F(z) = аот" papai, Hanit amO 


que tenhamos: F(z)>0 para 2 2 L. 
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A condigáo é necessária : 
De fato, como ao > 0, F (x) > 0 quando = crescer indefi- 
nidamente. 

Logo, se L é cota superior das raízes, F (x) > 0 para 
zA L, pois se F (2) < 0 teria de se anular primeiro antes de 
se ter F (+ =) > 0. Logo, não há raízes superiores а L. 

Se F (2) > 0 para z AL, L é cota superior. 

Com efeito, F (x) não se anulando para z > L, L 6 maior 
do que qualquer raiz de F (2) = 0, e, portanto, é uma cota 
superior. 

OssrnvagRo: Se calculássemos a transformada F(-2)=0, e a sua 
cota superior fosse 1>0, — | seria n cota inferior de Р(х) =0. 


52. Método de Laguerre(*). Dos vários métodos 
existentes, é o mais indicado, pois é de fácil aplicação, além 
de permitir achar uma cota superior bastante reduzida, 


O método de Laguerre é para a determinação de L, mas 
podemos determinar l, pelo mesmo método, trabalhando com 
a transformada F (-г) =0. 


Dada a equação: 

F (а) = аот" + a a"! +... + ani (2) +a” = 0 

Suponhamos cfetusda a divisão de F (x) por z — L, temos : 
Sm ап-1 Um 


E 


L | bob 


Logo, podemos esorever : 
F (x) = (z П) (bo 2"71--b1 z"7?-F . . Б, ata) ER (T) 
onde, como se vê no dispositivo de Ruffini : 


do = ao 
Dı = bo L + а = ao L + a1 
ba = bı L + аз = (ao L + 01) L + aa = ao La + а L-ka2 


нан аал 
Па, Ld as 


(9) F. 1лооявак, matemático. Século XIX. 
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Como podemos supor do > 0 e, portanto, bo > 0, um 
número L que tornar positivos, bo, bi, ... , bm-1 e R, em 
(ID, será um número que, tornará na (D, F (z) > 0; por- 
tanto, para qualquer valor de z > L na (I) F (z) > 0 e, de 
acordo com o princípio do N.º 51, L 6 uma cota superior 
das raízes positivas de F (x). ¢ 

Na prática, o dispositivo de Ruffini simplifica conside- 
ravelmente o cálculo de L. 

Basta que se tenha em vista que se L for cota superior 
de Р(х) = 0, dividindo F (z) por L, os coeficientes do 
quociente e o resto devem ser positivos. Então, usando o 
dispositivo prático de Ruffini, divide-se sucessivamente Р (z) 
por 1, 2, 3, ... até achar todos coeficientes e o resto positivos. 

Devemos deixar de continuar a divisão logo que encon- 
tremos um coeficiente negativo, e convém lembrar que pode 
um ou mais coeficientes do quociente ser nulos. 

OnsmnvAgRo: Para determinarmos a cota inferior das raízes nega- 


tivas de P(z)-0, basta que doterminemos a cota superior da transfor- 
mada simétrica F(a) = 0. 


53. Exemplo. Determinar & eota superior L e a cota 
inferior 1 de 


F (z) = 62*- 3723 + 732? – 522 + 12 = 0 
a) Determinemos L primeiramente 
7 73 -52 12 


om озык 
oooocoo|- 


©1111 


108 + + L=7 


Não se tornou necessário calcular os últimos coeficientes, 
pois percebemos que seriam positivos, 

Na prática, não se tornaria necessário começar a pesquisa 
de L desde um; bastaria começar de 7, pois vemos que é o 
primeiro número inteiro que multiplicado por 6 é maior do 
que 37. 


b) Determinemos agora l. 
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A transformada simétrica 6: 
F (2) = 67! + 8723 + 7822 + 522 + 12 = 0 


Temos: 
6 37 73 52 12 
1|6 48 + + + 


A cota inferior de F (z) = 0 seria 1 = — 1. 


54. Exercícios para resolver. 


Determinar as cotas superiores das rafzes positivas dus equagóos: 
1) 294325 — 3024 — 45-032 4-1322+140=0 

2) 624723482? -72 2-0 

8) 22-F3z +104 - 723 - 1273 +2 - 40 . 

4) 325 -5071+21 -40 =0 

5) 220325 102% 


4-0 ¿CICR = ow 
Determinar аз cotas inferiores das raízes negativas das equações : 


6) 6244372247312 4522412=0 9) 294-1322 14272-0 
7) z* 18-0 10) z*- 2074-620 
8) 225 -4z*- 1199-22? - 300z - 140 


ЕЕВРОВТАВ: 


1) L-6 8) L-2 à) =? 7) l=-2 9) l=-13 
2) L-2 4) L=17 6i--7 8) l=-4 10) l=-5 


55. Regras de exclusão de Newton. Já vimos que 
as raízes inteiras de uma equação F (z) = 0 são os divisores 
do termo independente, e já aprendemos como determinar as 
cotas | e L que permitem reduzir o ensaio dos divisores do 
termo independente que sejam raízes da equação. Entretanto, 
as cotas podem ser tais que o número de divisores a pesquisar 
ainda seja bastante grande. Para diminuir ainda o trabalho 
de pesquisa surgiram regras, permitindo excluir do ensaio 
divisores compreendidos no intervalo 1 e L. 

Essas regras, chamadas de exclusão, são apenas condições 
necessárias. 

Citaremos as duss regras abaixo, chamadas regras de 
exclusão de Newton (também atribuídas a Bezout) (*). 


(0 Buzov, algebrista famoso. Século ХҮШ. 
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1) Se um determinado número inteiro n é rais de 
F(x)=0, então n — 1 divide F(1). 

2) Se um determinado número inteiro n é rais de 

F(x)=0, então n+1 divide F(- 1). ^ 


Com efeito, se n é uma raiz inteira de F (z) = 0, então: 
F()-(-m.QQ ® 


sendo 0 (2) o quociente da divisão de F (z) por z—. 


15) Fazendo т = 1, em (Т), temos: 


F()-(-9.0() ou FQ) --(-D.Q( 
£0 2-90 


n 


Logo, n—1 divide F (1). 


25) Fazendo т = — 1, em (I), temos: 
F (-1)=(-1-n) . Q0) ou (1) = (9+1). 00) 


FCU 
"eel =-Q() 


Logo, п + 1 divide F (-1). 


56. Observação. Pode um número n ser tal que n- 1 
divida Г (1) e n + 1 divida F (-1) e, entretanto n não ser 
raiz де F (z) = 0. (As regras de Newton são condições neces- 
sárias mas não suficientes). 


57. Exercícios resolvidos. 
1) Verifique, a priori, quais os números abaixo que não podem ser raízes 
О Vee «айдо PCs) 0 cujo valor numérico, para z=], é 88 e, 

para 2=-1 6-42: 
1233456708 

Temos: F(D=36 e FC-2--42 

1 não pode ser, pois 1-1=0 não divide F(1) 

2 pode ser, pois 2-1 divide F(1) e 2+1 divide F(-1) 

3 não pode ser, pols 3-1 divido F(1) mas 3+1 não divido F(-1) 

4 n&o pode ser, porque 4+1 nio divide F(-1) 


Algebra — Terceiro ano 325 


5 pode ser, porque 5-1 divide F(1) e 5+1 divide F(-1) 
6 não pode ser, porque 8-1 não divide P(1) 
7 não pode ser, porque 7+1 não divide F(-1) 
8 não pode ser, porque 8-1 não divide F(1). 
2) Baseado nas regras de exclusão de Newton, diga quais são as possíveis 
ruíses de F(z rar C T dió 
S6 poderão ser raizes de F(z)=0, os divisores de 12, que são 1, 2, 
3, 4, 6, 12 (com sinal positivo ou negativo). 
Caleulemos F(1) e F(-1), com auxílio do dispositivo de Ruffini. 
\ 1 -3 -4 12 
1| 1-2 -6 6 Р) =6 
-1| 1 -4 0 qo FCD-02 
Do acordo com as regras de oxelusão de Newton, podemos exoluir 
(procedendo como fol feito no exercício anterior) : 
+1 -3, £4 +6, 12° 


As possívois raízes são: 2, -2 o 8. 


58. Algoritmo de Peletarius (*). Dada uma equação 
para verificar se um dos divisores d do termo independente 
(feita primeiramente a exclusão de alguns deles pelas regras de 
Newton), é realmente raiz de P (x) = 0, pode-se usar o dispo- 
sitivo de Ruffini, verificando se P (x) = 0, ou pode-se empregar 
um outro dispositivo, denominado algoritmo de Peletarius. 

Seja d uma raiz de 

F (x) = a2" + aiz"-3 +... + Op T + an = 0 

Podemos escrever, dividindo F (x) por z-d: 


Go 01... Amt Gn 


d | bo bı ... bm (O 
É fácil de ver que: 
bo = ao 
bı = dbo + а 
b; = db + az 
(А) 


[ur + аз 
ba-1 = dbm-2 + asi 


E R = dba-ı + a = 0 


() Jacques Páxercen, matemático. Século XVI. 
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Donde, partindo da última relação para a primeira : 


(B) 


-b= d 


Pelas relações (A) é fácil de observar que bo, bi, ..., 
ba-s São números inteiros. 

E as fórmulas (B) constituem o algoritmo de Peletarius, 
que facilita muito a verificação ou ensaio dos divisores do 
termo independente como raízes da equação. 

As relações (B) mostram que os coeficientes bo, bi, ... , 
b.-: do quociente da divisão de P (z) por z—d podem ser 
obtidos em ordem inversa daquela em que sáo obtidos pelo 
dispositivo de Ruffini (apenas aparecem com os sinais tro- 
cados), e são as condições necessárias e suficientes para que 
um divisor d de o, seja raiz de F (+) = 0. 


59. Dispositivo prático do algoritmo de Peletarius. 
Seja uma equação. 
ао" + ад z7 +... + an-1 3 H an = 0 
e seja d um divisor a ensaiar. 


1.) Dispomos os coeficientes de F (z), de modo análogo 
ao dispositivo de Ruffini, e о d à direita: 


а0а1..... Gaei 8a | — 


2.º) Divide-se a, (termo independente) por d. Se s di- 
visão não for exata, d não é raiz de P (x) = 0. 

Se é exata, soma-se o quociente obtido com а„-1 

e divide-se o resultado por d; se a divisão não for 


Algebra — Terceiro ano 327 


exata, d não é raiz. Se for exata, continus-se proce- 
dendo analogamente até se encontrar um quociente 
fracionário ou o último quociente simétrico ou não 
de ao. 


, 3.9) Be aparecer um quociente fracionário ou se o último 
| quociente, mesmo inteiro, não for simétrico de ao, 
Е d não é rais де F (z) = 0. 

Se о último quociente for simétrico de ao, ent&o 
d 6 raiz da equação F (2) = 0. 


60. Observação. O algoritmo de Peletarius apresenta & 
grande vantagem de podermos abandonar o ensaio do divisor 
logo que deparamos com uma divisão inexata, e pode também, 
como no dispositivo de Ruffini, encontrada uma raiz, conti- 
nuar o ensaio dos outros divisores com os coeficientes do quo- 
ciente obtido. 


a 61. Aplicação. Verifique ве os divisores +2, +3 e +4 
x do termo independente de 


| 20-675 + 6zt + 1873 -812?-F242-36 - 0 > 
são de fato raízes da equação, empregando o algoritmo de 


ve Peletarius. 
"S Temos: 
Pus 1-6 6 18 -31 24 -36 
id 0) -1 8 -22 26 -21 18 | - 2 (6 raiz) 
E бф 1-6 10 -6 9| 2(6 raiz) 
1 3 -3 |-3 
0-1 8-1 3] 3( raiz) 
-4 
4 


São raízes da equação dada: —2,2 e 3. 


62. Cálculo das raízes inteiras. Para pesquisarmos 
as raízes inteiras de uma equação 


` F(a) = az" + az" +... Бана + an =0 


é aconselhável que procedamos de acordo com a seguinte 
regra: 
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1.9) Determinar F (-z) = 0. A não ser se soubermos ou 
podermos verificar pela simples inspeg&o que nño há 
raízes negativas. 

2.º) Determinar as cotas L e l, pelo método de Laguerre. 
Aproveitar para calcular F (1) e F (-1). 

3.) Determinar os divisores de а„ t 

4.9) Excluir os divisores a pesquisar, de acordo com as 
regras de exclusão de Newton N.* 55 e de acordo com 
a determinação de Ге L. 

5.) Calcular finalmente, as raízes, experimentando os 
divisores não excluídos, por mejo do algoritmo de 
Peletarius N.º 59. 


Convém, achada uma raiz, verificar se ela 6 dupla, tripla, 
eto. Basta para isso repetir o ensaio do nümero. 


63. Exercícios. 


Т) Calcular as raízes racionais da equação: 
Bet — Az - 107? + Ba + 12 = 0 
(Е. N. Engenharia — 1950). 
19) Pla)=dat + 429-195? 80412 
25) a) Determinação L 


16 raíz .*. F(1)=0 
8 6 rais 


Não precisa mais calcular L, pois teríamos a equação do 2.º grau 
312 +82 +4 =0 


cujas ralses resolvendo a oquação são: —2 e + 


As rises da equação são, pois: 1, 8, -2 6 + 


Poderíamos, também, continuar seguindo o procosso gera]. 
II) Resolver a equação : 


24-8223 - 28153 — 2792 — 198 = 0 
(E. N. Engenharia - 1026). 
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15) F(-z)ez*- zi - 801342812 - 27914-198=0 
25) a) Determinação de L 
| -1 -82 -21 -279 -198 


1 1 0 -82 -363 -642 (-840 F(I)--840 
10 Р И 8 — 
11 10 з 27 B (0 И ê raiz 


b) Determinação de 1 
Podemos considerar a equação desembaragada da raiz 11: 


Pala) =z4+ 1023 +2822 +272 +18= 0 
Pi) = т* 107342822 - 272-18 2 0 


1 
-1 
10 


3.º) Achemos os divisores de aw da equação considerada, que б 
Pi(z)=0 


1 -10 28 -27 18 

1-9 19 - 8 (ш 

1 -i 39 -66 (8 — P{-1)=10 
1 о 39 P) =% 


São: +1, +2, +3, +6, +9, +18 
4.º) Exeluir os divisores positivos, de acordo com o 2.º e 3.º itens: 


1 porque Р) 2 10 e P(1)=84 
= 18 porque 10 
—9 porque -9+1=-8 não divide P(-1) (Regra de Newton) 


5.9) Pesquisemos -2, -3 e -6 pelo algoritmo de Peletarius. 


1 0 3 18 
-9 
0) =% -1 -6 é raiz 
2 simples 
9 1 1 1 | -6 é raiz simples 


As raízes da equação r +21 =0 são 


As raízes da equação são pois: 


Cálculo das raízes inteiras 


1) 
2) 
3 
4) 
5) 
в) 
7) 
в) 
15) 
10) 
17) 
18) 
19) 
20) 


21) 


1) 
2 
3) 
4) 


64. Exercícios para resolver. 


Resolver: 
23 – 6r? +117 -6=0 9) z*-4z* - 22+162- 12 =0 
а" - 1002 FBI - 3020 10) 2 1074307 - 0 

2t +5" 2r 24e 0 11) zt Dr +B 

15 Bu? — 62+. 12) rt418 - 222 frla) 

323 -13124182-8=0 (Ese. Hing, UF Est, Rio — 1963) 
2r3 -1124+182 -9 =0 13) z4 309202405 +4=0 
z4 521 00: - 1620 M4) 242442203 - 7r? - 421—0 
2% - 10794352* - 507424 =) (PUE - 1003). 
25 - Vit 48527 3232? 9742 - 12020 

a grt Ir a? 80-260 

a542 -Tr - Mr? - dir -3650 

ав - Ar! - 127! = 3122 1881 2520 

25-28-8228 - 2812? - 2792 — 198 =0 ¿CIC - m. 


Calcule as raizes da equação 
2r ent = 2003 - Sr? dir +2650 
IF. Eng Rio = 20/5/01), 


Resolvendo a equação 259 -zt ~ 021 82 40-20 cnoontrumos 
entre us rafzes: 


а) duns raízes racionais fracionárins € uma inteira; 
b) três тлек racionnis intoiras; 

0) dius raizes racionais inteiras e uma fracionária; 
dl) três raizes racionais fracionárins: 

¢) três raízes imaginárias e duas renis. 


(EF. = 1970, 


Respostas: 


1,23 
7,9, 


GEOMETRIA 
(Primeiro Ano) 


CAPITULO 1 


Retas e planos 


l. Rel planos. Já adquirimos no curso ginasial as 
nogóes intuitivas de ponto, reta, plano e espago. 

Vejamos agora algumas proposições as quais caracteri- 
- zaráo a reta e o plano e serão chamadas de postulados da 
reta e do plano. 


2. Postulados da reta. 


1, A reta é ilimitada. 
2. Por um ponto pode-se tragar uma infinidade de 
retas. 
3. Por dois pontos distintos do espaço passa uma reta, 
Isto é, dois pontos distintos do espaço determinam 
ou individualizam uma reta. 
4. Um ponto de uma reta divide-a em duas partes 


chamadas semiretas. 
3. Postulados do plano. 


1. O plano é ilimitado. 
2. Por uma reta pode-se traçar uma infinidade de 
planos. 


3. Por três pontos distintos do espaço não em linha 
reta passa um só plano. 
Isto é, três pontos distintos não em linha reta deter- 
minam ou individualizam um plano. 
4, A reta que passa por dois pontos distintos de um 
plano pertence a esse plano. 
Isto é, a reta que passa por dois pontos distintos 
um plano está inteiramente contida nesse 
plano. 


3H > Retas e planos 


5. Toda reta pertencente a um plano divide-o em 
duas regióes chamadas semiplanos. 


K Esta reta chama-se origem dos dois semiplanos. 


6. Qualquer plano divide o espaço enY duas regióes 
chamadas semi-espagos. 


Este plano diz-se origem dos semijespagos. Todo segmento 
de reta que une dois pontos distintos do espago, náo perten- 
centes a origem, intercepta a origem ou náo, conforme esses 
pontos estejam em semiespagos diferentes ou náo. 


DETERMINACÁO DE UM PLANO 


4. Teorema. Por uma rela e por um ponto, ndo perten- 
cente a ela, passa um só plano. 


Seja r uma reta e P um ponto não pertencente a r 
(fig. 1). 

'Tomemos sobre r dois pontos distintos A e B. Como os 
3 pontos 4, B e P não estão em linha reta, pelo postulado (3) 
do plano, determinam um único plano e, ao qual pertencem 
P e a reta r (postulado 4 do plano). 


5. Corolário. Por duas retas paralelas passa um só 
plano. 


Sejam т e в duas retas paralelas (fig. 2). Se são paralelas, 
são complanares, por definição; seja a o plano a que elas 
pertencem. Esse plano а é o único que satisfaz a essas con- 
dições, pois se a contém r e s contém também dois pontos 
de uma das retas e um ponto qualquer da outra, e pelo teo- 
rema anterior é único. e.q.d. 


quA 
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6. Teorema. Por duas reias 
distintas que possuem um ponto 
comum passa um só plano. 

Sejam r e з duas retas distin- 
tas, que possuem um ponto P co~ 
mum (fig. 3). 

Tomemos sobre т e s, respectivamente, dois pontos 4 e В 
distintos de P. Como os pontos A, B e P, distintos, n&o 
estáo em linha reta, entáo, pelo postulado (3) do plano, eles 
determinam um único plano a, ao qual pertencem as retas 
r e a pois cada uma delas possui dois pontos distintos per- 
tencentes a a (postulado 4 do plano). 


7. Determinação de um plano. Dos postulados é 
teoremas anteriores concluimos que um plano fica bem deter- 
minado; 


1) por 3 pontos distintos não em linha reta ; 
2) por uma reta e um ponto não pertencente a essa 
rota; 


3) por duas retas paralelas ; 
4) por duas retas distintas que possuam um ponto 
comum. 


INTERSEÇÃO DE RETAS E PLANOS 


8. Posições relativas de duas retas. Duas retas dis- 
tintas, no espaço, podem ser complanares ou n&o complanares 
conforme pertençam & um mesmo plano ou não. 


Duas retas COMPLANARES podem ger: 
B) concorrentes: quando têm um ponto em comum; 
b) paralelas: quando não têm ponto em comum; 


©) coincidentes: quando têm dois pontos em comum; 
pois, se tém dois pontos em comum têm uma infini- 
dade. 
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Duas retas NÁO COMPLANARES náo possuem um plano 
comum e dizemos simplesmente que se cruzam, 

O ponto comum a duas retas distintas diz-se interseção 
dessas retas. 


9. Posições relativas de uma reta e“ um plano. 
Uma reta e um plano 


a) dizem-se paralelos quando não têm ponto em comum; 

b) dizem-se incidentes ou concorrentes quando têm um 
ponto em comum; nesse caso dizemos também que 
o plano e a reta se interceptam e o plano divide 
a reta em duas semiretas situadas em semiespagos 
diferentes que tém o plano para origem comum; 


c) diz-se que a reta pertence ao plano quando têm dois 
pontos em comum (Postulado 4 do plano). 


O ponto comum a uma reta e a um plano é a interseção 
dos mesmos. 


10. Teorema. 


So dola 
têm também comuns tados os pontos da reta determi- 
nada pelos dois pontos e somento estes. 


lanos distintos têm dois pontos em comum, 


Sejam a e 8 dois planos distintos que tenham em comum 
os pontos А e B. А reta r que passa por А e B (postulado 3 
da reta) pertence evidentemente aos planos a e (postulado 
4 do plano) e não pode haver ponto não pertencente a r que 
seja comum a a e 8, pois, senão, pelo postulado 3 do plano, 
os planos « e 8 coincidiriam. 


A reta r comum вов planos æ e В diz-se interseção dos 
dois planos. 


11. Teorema. 


Dois planos distintos que têm um ponto em comum, 
em comum uma reta que passa por esso ponto. 
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Sejam dois planos dis- 
tintos « e В possuindo um 
ponto comum P (fig. 4). 

Tracemos duas retas dis- 
tintas r e s, pertencentes a 
а, рог P. Então o plano f 
dividirá r e s em duas semi- 
retas, cada uma, pertencente 
a semiespagos diferentes e |] 
de origem f. ] no. 4 

Seja A um ponto de uma 
das semiretas de s e B um ponto da semireta de r pertencente 
ao semiespago que não contém A. 


Como A e B estão em semiespagos diferentes o«segmento 
AB, pertencente a a, intercepta В (postulado 6 do plano) em 
um ponto C distinto de P, pois senão 4, B e P estariam ali- 
nhados e r e а coincidiriam. 


Se os planos « e В têm 2 pontos comuns P e C entáo pelo 
teorema anterior, tóm comum, também, a reta t, que 6 a inter- 
seção de a e В. c.q.d. 


12. Posição relativa de dois planos. Dois planos 
dizem-se: 

a) incidentes: quando têm uma reta om comum; 

b) paralelos: quando não tém reta comum; 

в) coincidentes: quando têm duas retas em comum. 


PARALELISMO DE RETA E PLANOS 


13. Definições. 
1.) Duas retas são paralelas, quando, sendo complanares, 
não têm ponto em comum. 


2.4) Uma reta 6 paralela a um plano quando não tem ponto 
em comum com este. 


3.) Dois planos são paralelos quando não têm ponto comum. 


35 Retas e planos 


M. Paralelismo de retas do espaço (Teoremas). 


1s Teorema. Por um ponto do espaço, não per- 
tencente a uma reta, pode-se tragar uma só paralela 


reta, 
a essa Й 


Беја uma reta s do 
کم‎ espago e um ponto P, náo 
pertencente a s (fig. 5), P 
e s determinam um plano 
a (n.º 7). 
FIG. 5 Tracemos, por P, uma 
reta 7 qualquer, paralela 
a з. Sabemos que r e s determinam um plano. Como esse 
plano contém s e P, coincide com a. 

Então, pelo postulado de Geometria Plana, que diz “por 
um ponto de um plano pode-se tragar uma só reta, paralela 
a uma reta desse plano, haverá uma e somente uma paralela 
a a passando por P. c.q.d. 


2º Teorexa. Dadas duas retas paralelas, todo 


plano que intercepta uma dolus intercepta в outra. 


Sejam re s duas retas 
paralelas pertencentes à 
um plano т; e seja a um 
plano qualquer que inter- 
cepte r no ponto A (fig. 6). 

Os planos ае xr têm 
um ponto comum 4, logo 
se interceptam em uma 
reta t que contém 4 
(me 11). 

Como t intercepta r e pertence а т então interceptará s 
em um ponto B, único ponto comum a æ e s pois, sabemos 
da Geometria Plana, que, “se duas retas são paralelas, toda 
reta do plano das paralelas, que intercepta uma, interceptará 
s outra”. c.q.d. 
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TEOREMA. Duas retas, paralelas a uma ter- 
ceira, s&o paralelas entre sl. 


Temos dois casos a considerar: 


osi Neste caso, demons- 
t tra-se гаете baseado 
8 no Post de Euclides 
(Geometria Plana). 
2.º) As retas são não 
complanares. 
Sejam т e в duas re- 
mo. 7 tas paralelas a uma reta f 
(fig. 7). 

As retas r e s são complanares, pois, se não o fossem um 
plano que passasse por r interceptaria s e portanto t (teorema 
anterior). Interceptando f, ainda pelo teorema anterior inter- 
ceptaria também r, o que seria absurdo. 

As retas r e в, complanares não têm ponto em comum, 
pois, se tivessem, teríamos por um ponto do espaço duas 
retas r e s paralelas a uma terceira t, o que, pelo 1.º teorema 
6 impossível, 

Então r e s são paralelas. d. 


15. Paralelismo entre reta e plano. 


L* Tmonmwa. Condição de paralelismo de uma 
reta e um plano. A condição necessária e suficiente para 
que uma reta seja paralela a um plano é que ela seja 


paralela a uma reta desso plano. 


15) A condição é suficiente, Toda reta paralela a uma 
reta de um plano é paralela & esse plano. 

Seja r uma paralela a uma reta s de um plano a. que 
náo contém r (fig. 8). 

A reta r não intercepta a, pois, se interceptasse, ou seria 
em um ponto А de s, o que seria impossível, pois т e s sendo 
paralelas, n&o tém ponto comum; ou seria em um ponto 
de a, não pertencente a s, o que seria também impossível 
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pois sendo т e в parale- 
las, são complanares, e 
não podem portanto dei- 
хаг de ter um plano co- 
mum. 
Então p não pode ter 
ponto em comum com a 
FIG. 8 e portanto r e a são pa- 
ralelos, 


2.9) A condição é necessária. Todo plano paralelo a uma 
reta contém a paralela tragada a essa reta por um qualquer 
de seus pontos. 

Seja uma reta s traçada por um ponto А de um plano 
a e paralela a uma reta r paralela a a (fig. 8). 

Provemos que з pertence & a. 

Com efeito, a reta r e o ponto 4 determinam um plano 
B. Seja s' a interseção de 8 com a. Como s' tem que ser 
paralela a r, pois são complanares e não podem se encontrar 
pois r, por hipótese, não tem ponto comum com «, então e 
coincidirá com s porque por um ponto А só pode se tragar 
uma paralela a uma reta r. 

Então s pertence a a. eq. 

CoroLários. (Deixamos as demonstrações para serem 
feitas como exercícios). 

1.º) Por um ponto pode-se traçar uma infinidade de paralelas 
a um plano dado. 

2.) Por um ponto pode-se traçar uma infinidade de planos 
paralelos a uma reta. 

3.) Dadas duas retas paralelas todo plano que contenha 
apenas uma delas é paralelo a outra. 

4.) Dadas duas retas paralelas, se uma delas for paralela a 
um plano a outra também o será ou. pertencerá ao 
plano. 

5.º) A interseção de dois planos incidentes, que passem por 
duas retas paralelas, ou sejam paralelos a essas retas, 
é também paralela a elas. 


2.º Tzonzwa. Toda reta paralela a dois planos 
que so cortam é paralela ù interseção deles. 
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Seja uma reta r paralela aos planos a е В cuja interseção 
6 з. Е веја P um ponto de s. 


Pela condição necessária a reta traçada por P paralela 
а r será comum a a e f e portanto só poderá ser a interseção s. 


16. Planos paralelos 


CONDIÇÃO DB PARALELISMO DE DOIS PLANOS: 


1.º Твовима. A condição necessária e suficiente 
part dua dolo plenos MiMA perlas 6 gue VM dels 


contenha duas retas concorrentes paralelas ao outro. 


1.5) A condição é su- 
ficiente. Se duas retas 
concorrentes são parale- 
las a um plano, o plano 
ao qual ej pertencem 
também o é. 
Sejam duas retas r 
е в concorrentes em um 
ponto P e paralelas a um 
plano a (fig. 9). 
Provemos que o pla- 
no 8 determinado por re 
s é paralelo a a, Com ne. o 
efeito, se não o fosse, a 
interseção de a e 8 cortaria uma, pelo menos, das retas r e s, 
о que é impossível pois r es por hipótese são paralelas а a. 


2.) A condição é necessária. Se dois planos são paralelos 
duas retas concorrentes de um deles são paralelas ao outro, 

Sejam a e В dois planos paralelos (fig. 9). Provemos que 
as retas concorrentes r e s de В são paralelas a а, De fato, 
pois se não o fossem teriam um ponto em comum com a, e 
сото pertencem a f, então a e В teriam um ponto em comum, 
o que é contrário à hipótese de ser а e В paralelos. 


ConoLÁn108. 


1.) Se dois planos são paralelos, toda reta que intercepta 
um deles intercepta também o outro, 


Retas e planos 


15) Para tragar um plano a paralelo a um plano $ e passando 
por um ponto P, não pertencente в 8, basta tragar por 
Р duas retas distintas, paralelas a 8. 


grege Anitai 
seções de um plano com 
dois planos "paralelos são 
retas paralelas, 


Sejam a e 8 dois planos 
paralelos e, r e з, suas inter- 
seções com um plano х 
(fig. 10). 

As retas r e s estão no 
mesmo plano т e não têm 
ponto em comum, pois, per- 
tencem respectivamente aos 
planos æ e f que, por hipó- 
tese, são paralelos. Logo r 

ne. 10 e s são paralelas. c.q.d. 


8º Твоввма. Por um ponto do espaço, não 
pertencente в um plano, pode-se tragar um e somente 


um plano, paralelo ao primeiro. 


Seja P um ponto do espaço não pertencente a « (fig. 11). 

Provemos que existe um plano passando por P, e que 
ele é único. 

Realmente, se, por P, traçarmos duas retas, r e s paralelas 
a a, elas determinam um 


plano В que é paralelo a а н Б 
(1.º Teorema). 
Essé plano В é único, s 


pois se existisse um outro 
plano т, nessas condições, 


c El 7 
todo plano, que passasse ÁS 

por P e por uma reta de 

а, determinaria sobre 8 


e x duas retas concorren- FIG. 11 
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tes no ponto P e paralelas à sua interseção t, com о (teorema 
anterior), o que seria absurdo pois por um ponto P nào se 
podem traçar duas paralelas a uma mesma reta f. 

Logo, pelo ponto P, só se pode tragar um único plano В 
paralelo a а, c.q.d. 

ConoLÁnro. Dois planos distintos paralelos a um terceiro 
são paralelos entre si. 

E podemos dizer que todos os planos paralelos a um 


mesmo plano são paralelos entre si e constituem o que se 
chama um feixe de planos. 


4 Troma, Os segmentos compreendidos entro 
dois planos paralelos, determinados por esses dois 
planos sobre duas retas paralelas que os interceptam, 
são iguais. 


Sejam a e 6 dois planos 
paralelos e r e s suas retas pa- 
ralelas que interceptam, respec- 
tivamente, a em Ae Be 8 
em C e D (fig. 12). 

Provemos que AC = BD. 


O plano r determinado por 
res intercepta a e f, respecti- 
vamente, segundo as retas AB 
e CD, paralelas. Então, ABDC 
6 um paralelogramo. E, como 
os lados opostos de um para- 
lelogramo são iguais, AC=BD. 

Dizemos então que os dois 
planos determinam segmentos 


iguais sobre as duas retas pa- 
ralelas. 
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Seja um feixe de planos 
paralelos. Tomemos, por facili- 
dade, trés planos a, B e y, 
desse feixe (fig. 13). 

Sejam r e s duas retas que 
interceptam a, ferem A, В 
e Ce D, Е e Р, respectiva- 
mente. 

"Tracemos por 4, uma pa- 
ralela £, a reta s, interceptando 
B e a em Н e I, respectiva- 
mente. 

Pelo teorema anterior te- 
шов: AH = DE e НІ= EF (I). 

O plano z, determinado pe- 
las retas r e t, determina sobre 
В е а as retas BH e CI pars- 
lelas, entáo, como um feixe de 
paralelas determina sobre duas 
transversais segmentos propor- 
cionsis (Geometria Plana), po- 
demos escrever 


AB | BÓ 
AH HI 
ou pelas igualdades (D, 
AB. eC. eqd. 
DE EF 


17. Ángulo de 2 retas. 

Derinição. Diz-se que duas semiretas paralelas, de ori- 
gens 4 e B têm o mesmo sentido, quando, sobre o plano в 
que pertencem, estáo no mesmo semi-plano cuja origem é a 
reta AB. 

Em caso contrário, diz-se que tûm sentidos opostos. 


Teorema. Dois ângulos cujos lados são paralelos 


e de mesmo sentido, são sempre: , quer pertençam 
ou não ao mesmo plano. 
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Sejam A e B dois ângulos 
de lados paralelos e de mesmo 
sentido (fig. 14). 
As semiretas m e m' per- 
tencem & um semiplano « de 
origem r e as semiretas n e n^ 
pertencem a um outro semi- 
plano 8. 
Suponhamos que a e 8 
não pertençam ao mesmo pla- 
no e que tenham a mesma 
origem r. 
Marquemos sobre os lados 
dos ângulos À e B os seg- 
mentos AC=BD e AE-BF. 
Os quadriláteros ABDC 
e ABFE são paralelogramos 
pois têm dois lados iguais e Lm 
paralelos. Então CD e EF 
são iguais e paralelos e, pela mesma razão acima, o quadrilátero 
СЮРЕ 6 um paralelogramo, e UE = DF. 
Logo, os triângulos CAE e DBF são iguais (3 lados iguais) 
e portanto Á=B, 
Se os semiplanos æ e @ pertencessem ao mesmo plano, 
provar-se-ia que os ângulos li e D eram iguais com auxílio 
da teoria das paralelas. 


DEFINIÇÕES DE ÂNGULOS. 


1.) Chama-se ángulo de duas retas concorrentes ao ângulo 
agudo ou reto formado pelas semiretas cuja origem é 
a interseção das duas retas. 


.*) Chama-se ângulo de duas retas não complanares (retas 
que se cruzam) ao ángulo formado por duas retas con- 
correntes, traçadas por um ponto qualquer do espáço, 
paralelas, respectivamente, às retas dadas. 


Esta definição se justifica pois, se por dois pontos quais- 
quer do espaço, tragassemos retas paralelas às duas 
retas que se cruzam, pelo teorema anterior, os ángulos 
formados por essas retas seriam iguais. 


ERE ANIS PEST 
Retas e planos perpendiculares 


RETAS E PLANOS PERPENDICULARES 


18. Retas perpendiculares. 


y Darmvicáo. Diz-se que duas retas, complánares ou não, 
são perpendiculares quando o ângulo por elas formado for 
reto, 


Em geral, faz-se uma pequena distinção entre as retas 
perpendiculares, complanares ou não. 

Quando complanares dizem-se perpendiculares. 

Quando não complanares dizem-se ortogonais, 


CoxsBQUÊNCIAS DAS DEFINIÇÕES. 


1.º) Duas retas paralelas formam, com uma reta qualquer do 
espaço ángulos iguais. 

2.) Se duas retas são paralelas, toda perpendicular a uma é 
perpendicular à outra. 

3.) Por um ponto qualquer do espaço, podemos traçar uma 
infinidade de retas perpendiculares a uma reta dada 
do espaço. 


'Твоквма. Se uma reta 6 nad a duas 
rotas concorrentes, ela é perpendicular a qualquer reta 
do plano das retas concorrentes. 


Seja t uma reta perpendicular a duas retas concorrentes 
r e a pertencentes a um plano a (fig. 15). 

A reta £ terá forçosamente um ponto em comum com a, 
senão uma reta qualquer de a, paralela a t, seria perpendicular 
в re 8, o que é impossível, pois r e s náo sáo paralelas, 

"racemos pelo ponto P, interseção de t com a, duas retas 
т e n paralelas a r e s, respectivamente. 

A reta £ é perpendicular a m e п; provemos que 6 tam- 
bém perpendicular a uma reta z qualquer do plano, passando 
por P (se z n&o passasse por P, poder-se-in tomar, por Р, 
uma paralela a z). 

Marquemos sobre ¢ os pontos А e B, equidistantes de P. 


no. 15 


Tracemos uma reta » que intercepte as retas m, z e 
E m 
ш e о $ 8, respectivamente, e unamos esses pontos 408 


Temos que, nos planos CAB e EAB, CP e EP são, res- 

pectivamente, mediatrizes de AB, donde CA = СВ e EA = EB. 

E portanto os triángulos CBE e CAE são iguais (3 lados 
iguais) e os ângulos CEB e CEA também o são. 


Assim os triángulos DEA e DEB são iguai ii 

8 iguais, pois 

um Angulo igual compreendido entre lados pulse. 
iguais, logo DA = DB, portanto, a reta DP 6 a mediatriz 
de AB, isto 6, as retas t e x são perpendiculares. c.q.d. 


19. Reta perpendicular a um plano. 
Derrnições: 


15) Uma reta é perpendicular a um plano quando é E 
dicular a qualquer reta desse Er A ud 


Die DA nesse caso, que o plano é perpendicular 


2.) O ponto de interseção, da perpendicular que passa 
um ponto, com um plano, diz-se pé рет. 
no plano, 


p ^) Uma reta diz-se inclinada ou obliqua a um plano que 
a intercepta, quando náo se verifica a condigáo da 
primeira definigüo. 


CONDIÇÃO SUFICIENTE DE PERPENDICULARISMO. А con- 
. diio suficiente рага que uma reta seja perpendicular а um 
plano é que ela seja perpendicular a duas retas concorrentes 
. situadas nesse plano. 

Conclusão obtida do teorema do n.º 18 e das definições. 


CoROLARIOS. 


1.) Toda reta perpendicular a um plano é perpendicular a 
qualquer plano paralelo ao primeiro, 


2.") Todo plano perpendicular a uma reta é perpendicular в 
qualquer reta paralela à primeira. 


1.º Trommxa. Um plano perpendicular a uma 
reta om um ponto é o lugar geométrico das perpendi- 
culares à reta dada naquele ponto. 


Seja uma reta r perpendicular a um plano а, num ponto 

P (fig. 16). 
Uma reta s qualquer passando por P, não pertencente a 
«, determina com r um plano $ que possui um ponto comum P 
com a. Então o plano В intercepta o, segundo uma reta t 
(n. 11) perpendicular a r em P. 
; Como a reta і, pertencente a $, 
6 perpendicular à reta r, também 
pertencente а В, então s não pode 
ser perpendicular & 7, pois em um 
plano só existe uma perpendicular 
a uma reta dada, passando por um 


ponto. 

Portanto o plano a contém todas 
retas perpendiculares & r no ponto 
P. ed. 

PLANO MEDIADOR. Vemos, como 
"m conseqüéneia do teorema anterior, 

i que o lugar geométrico dos pontos 
mo. 10 eqüidistantes de dois pontos distin- 


“tos do 
que une 
Esse 


é o plano perpendicular ao meio do segmento 
dois pontos do espaço. 


plano diz-se plano mediador do segmento. 


espaço 
esses 


2.º Tzonmmwa. Por um ponto qualquer do espaço 
e um, perpendicular à uma 


Se o ponto P está sobre a reta r, como conse cia 
imediata do 1.º teorema, existe um plano a Abr e R 
perpendicular a r. Esse plano é único, pois, se existisse outro, 
B, qualquer plano contendo r interceptaria a e 8 segundo duas 
retas perpendiculares a r, passando por P, o que é absurdo 
pois por um ponto de uma reta de um plano passa uma só 
perpendicular a essa reta, pertencente ao plano. 

Se o ponto Q não pertencer a r, basta traçar uma reta в, 
paralela a r, por Q, e recairíamos no primeiro caso, pois todo 
plano perpendicular a r é perpendicular a s. 

Então existe æ e é único. c.q.d. 

Conozário. Dois planos distintos paralelos a uma reta, 
são paralelos entre si. 


З. Твоввмл, So uma reta de um plano é perpen- 
dicular a outro plano, este reta a 
dicular ao primeiro. киен че 


Sejam a e В dois planos dos quais o primeiro, a, possui 
uma reta r perpendicular ao segundo, em um ponto P (fig. 18), 


` Provemos que f possui uma reta perpendicular а a. 

De fato, os planos a e В têm uma reta comum é, pois 
tém um ponto comum P. 

Seja s a reta de 8 perpendicular a t em P, pois sendo r 
perpendicular as retas s e t (1.º teorema), s será perpendicular 
as чи ret. Portanto, В contém a reta s perpendicular a а, 
0.q.d. 


20. Planos perpendiculares. 
Derixição. Dois planos dizem-se perpendiculares, quan- 
do, cada um deles, possui uma reta perpendicular ao outro. 
ConskQUÊNCIA DA DEFINIÇÃO E DO TEOREMA ANTERIOR. 
Quando dois planos são perpendiculares, toda reta traçada 
sobre um qualquer dos dois planos, perpendicularmente à sua 
interseção, é perpendicular ao outro. 


Seja um plano а e um ponto P pertencente ou não в а 
9). 


Tracemos por P um plano 8 perpendicular а а e seja r 
a interseção de a e 8. Tracemos também por P a reta s per- 
tencente a B e perpendicular a r. Entáo s é perpendicular a a 
e portanto por P passa uma perpendicular & a. 

Reta essa que é única pois, se houvesse duas, determina- 
riam um plano que interceptaria a segundo uma reta perpen- 
dicular a essas duas retas, o que é impossível pois não pode 


П] 


оен de UR Pla que RUE poriu Dai 
dado e seja perpendieular a outra reta desse plano. 

Existe pois uma única reta в passando por P perpendicular 
sa cqd. 


Соколов. 


1.) Duas retas distintas perpendiculares a um mesmo plano, 
são paralelas entre si. 


2.º) Por um ponto passam infinitos planos perpendiculares a | 
um plano dado, todos esses divididos em semiplanos 
pela reta perpendicular ao plano passando pelo ponto. 


о) Se dois planos são perpendiculares, toda reta perpendicular 
в um deles passando por um ponto de outro está con=' 
tida nesse outro. 


2.º Tronexa. Se de um ponto não pertencente 
a um plano tragarmos uma perpendicular e várias 
oblíquas a esse plano: 


1.) o segmento da perpendicular desde o ponto até o 
plano 6 menor do que o segmento de qualquer 
oblíqua desde o ponto até o plano; 

2.) Os segmentos, limitados pelo ponto e pelo plano, 
de duns oblíquas igualmente afastadas do pé da 
perpendicular, são igunis. 

3.) So duas oblíquas ao plano se afastam desigual. 
mente do perpendicular, será maior о seg- 
mento, limitado pelo ponto e pelo plano, da oblíqua 
que mmis so afaste. 


Seja P um ponto 
do espaço não perten- 
cente & um plano a. 
(fig. 20). 

Tracemos, por P, 
uma perpendicular PA 
e as oblíquas PB, PC 
e PD, во plano de a 
demodo que AB=AC 
e AC «AD: 


L* Qualquer oblíqua PB 6 maior do que a perpendicular 
PA. 


De fato, o plano В, determinado por PA e PB, tem para 
interseção com a, a reta r, Como toda reta, perpen- 
eular a um plano, é perpendicular a qualquer reta 
desse plano entáo PA é perpendicular dre PB 6 
oblíqua. Então, baseado na Geometria Plana (3.º sério 
ginasial) temos: 

PB>PA c.q.d. 


E ce 
.*) Os triángulos PAC е PAB são iguais pois PAB=PAC= 
=90º o cateto РА é comum e os catetos AB е AC 
süo fguais por hipótese. 

Então as hipotenusas PB e PC são iguais. c.q.d. 


3.) Marquemos, sobre AD, AE — AC, então, pelo que scaba- 

mos de demonstrar, PE=PC; mas, no plano deter- 

minado pelos pontos P, E e D, PÁ é perpendicular 

a ED e DA» EA logo, baseado na Geometria Plana 

[Е MIR ginasial), concluímos que PD > РЕ ou PD» PC 

0.q.d. 

Distância — DEFINIÇÕES. 

1) Distância entre dois pontas do espaço é o segmento de 
reta que une esses dois pontos. 

2) Distância de um ponto qualquer do espaço a uma reta 

6 a distância entre esse ponto e o pé da perpendicular 

a essa reta passando por aquele ponto. 

3) Distância entre duas retas distintas do espaço é a menor 

distância entre dois pontos dessas retas. 


Se as retas são concorrentes, a distância é nula. 

Se as retas são paralelas, a distância constante de um 

ponto qualquer de uma à outra é a distância entre as retas. 
Se as retas se cruzam, demonstra-se que existe uma só 

reta perpendicular a ambas, e que & distância entre os pontos 

de interseção dessas retas com a perpendicular 6 mínima, 

portanto será a distância entre essas retas não complanares. 


4) Distância de um ponto a um plano é a distância entre 
esse ponto e o pé da perpendicular baixada desse ponto 
ao plano. 
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Baseado no teorema anterior, podíamos dizer 
distância de um ponto a um plano é a menor distância 
entre esse ponto e um ponto do plano. 


5) Distáncia entre dois planos — tei i 
precia и p! "mos apenas dois easos & 
Se os planos são concorrentes, в distância é nula. 


Se os planos são paralelos, a distância, entre 
qualquer de um deles e o outro, é бн ш Ж 


3.º TEOREMA DAS “TRÊS PERPENDICULA 
uma rota é dular a om pho y se Иб 
seu pé, neste plano, uma reta lquer, pertencente 
ao pl vare o sod esta e também 
еч dem perpens lar ao plano das 


Seja r uma reta ndiculi j 
o рори ісшаг ao plano а е веја P o pé 

Tracemos por P uma reta s 
qualquer de « e provemos que a 
reta і, perpendicular a s e perten- 
cente a a, é perpendicular ao plano 
B determinado por r e s. 

Sabemos que para t ser perpendi- 
cular a B é suficiente que і seja per- 
pendicular a duas retas concorren- 
tes, r e s, de B. 

Porém t é perpendicular a s, 
por hipótese. Provemos então que FIG. 21 
t 6 também perpendicular à reta r. 

De fato, como é ndiculaı i 
Ж, i red perpendicular a a, r 6 perpendicular a 
Então t é perpendicular a duas retas concorrentes de 
e portanto é perpendicular a &. сд, e: 


Conrozário. , Se por um ponto Р de æ tragamos uma 


| perpendicular r a a, e outra perpendicular s a uma reta qual- 
- quer £ de a, toda reta que une o ponto А, interseção de s e 


t, a um ponto qualquer В de r é perpendicular a t. 


1. Projeções. 


Derinições. 


*) Chama-se projeção de um ponto sobre um, plano ao pé 

da perpendicular ao plano, tragado por esse ponto. 

.*) Chama-se projeção de uma reta sobre um plano ao lugar 
geométrico das projeções dos pontos dessa reta sobre o 
plano. 

A projeção de uma reta sobre um plano é em geraluma 

reta. 

3.) Chama-se projeção de um segmento de reta, não perpen- 
dicular & um plano, sobre esse plano, ao segmento de 
reta, do plano, cujos extremos são as projeções dos 
extremos do segmento dado. 

Se o segmento de reta é perpendicular no plano sua pro- 

jeção sobre o plano é um ponto. 

ANGULO DE UMA RETA COM UM 
PLANO. (Inclinação). É o ângulo agudo 
que a reta forma com sua projeção 
sobre o plano. 


Não fica definido o ângulo de uma 
reta perpendicular com um plano, ape- 
nas dizemos que neste caso o ángulo 
diz-se reto, 


22. Diedros. 


PnzumuwARzs. Dados dois planos 
que se interceptam segundo uma reta 
r, fica o espago dividido em quatro re- 
gióes, cada uma des quais está consti- 
tuída pelos pontos comuns a dois se- 

FIG. 22 miespagos determinadoa pelos dois pla- 
nos dados. 

Chamando de a, f, y e ё os semiplanos determinados 
pela interseção r dos dois planos dados, podemos dizer que, 
cada uma das quatro regiões estão limitadas por dois dos 
quatro semiplanos a, f, y e 5 de mesma origem r (fig. 22). 


E Essas quatro regióes sáo denominadas ángulos diédricos ou 
simplesmente diedros e são indicados pelas seguintes notações: 


ay, YÊ, Bê e ёа ou ary, yrB, rê e dra 
ou «ABy, YABB, BABA e дАВа 
у=: ЖА ырс o 588 
ou MABN, МАВР, PABQ e QABM 


É o diedro ou ângulo de dois planos uma grandeza mensu- 
rável que depende apenas da inclinação dos dois planos, 

Dzrmugio. Chama-se diedro ao conjunto de pontos do 
espaço limitados por dois semiplanos que possuam a mesma 
reta de origem. 

Os semiplanos e a reta de origem denominam-se respec- 
tivamente, faces e aresta do diedro. y 

ANGULO PLANO DE UM DIEDRO. Se um plano intercepta 
a aresta de um diedro intercepta as faces desse diedro segundo 
duas semi-retas. Os pontos comuns ao diedro e ao plano 
são os pontos do ângulo determinado pelas duas semiretas, 

A ésse ángulo damos о nome de secção do diedro. 

Se o plano considerado 6 perpendicular a aresta do diedro 
a secção diz-se normal ou reta. Uma secção reta de uma diedro 
chama-se também de ángulo plano ou retilíneo do diedro. 
Podemos entáo dizer: 


Ángulo plano de um diedro é o Angulo formado pela 
interseção dese diedro com um plano perpendicular 
sun aros 


DIEDROS ADJACENTES. Dois diedros dizem-se adjacentes 
quando possuem a mesma aresta e uma face comum situada 
entre as outras duas. 

Comparação px DOIS рінркоз. Dois diedros dizem-se 
iguais quando coincidem por superposição. 

Dois diedros dizem-se desiguais em caso contrário, e o 
menor diedro é aquele que, feita a superposição de suas arestas 
e de uma das faces, de modo que os diedros não sejam adja- 
centes, possua todos os pontos, da face não coincidentes, 
interiores ao outro. 


м 


а su ig&o do diedro Вт sobre o diedro ау 
de de yp AN Un aresta comum AB, т coincida 
com y, e sejam não adjacentes. Esses dois diedros são desi- 
guais e о diedro BABy 6 o menor porque а sua face B, não 
coincidente, têm todos os pontos interiores a aABy. 

Dımpros orosros pmLA AmmsrA. Dois diedros dizem-se 
opostos pela aresta quando possuem a mesma aresta e as 
faces opostas duas a duas. 

Ou, ainda, são aqueles em que as faces do um são os 
prolongamentos das faces do outro. 


FIG. 


"Твовема. А con: necessária e suficiente para 
que dois diedros sejam iguais 6 que sejam igunis seus 
Angulos planos. 


A condição é necessária. 
Com efeito, ве os dois diedros são iguais eles coincidem 
por superposição e portanto seus ângulos planos coincidem. 


A condição é suficiente. ps n 
Realmente, sejam os ângulos planos 4BC e DEF dos 
diedros arf e ysb (fig. 24). 


'Transportemos o diedro sê sobre arf de modo que & 
coincida com r, E com B e y com a. 


— —— he 
Mas os ángulos ABC e DEF são iguais, então EF coin- 

cidirá com BC e como dois planos que tám duas retas con- 

correntes, 7 e BC comuns coincidem, então ô coincide com Ё 

e portanto os dois diedros coincidem. c.q.d. 


Consnquências. 


I. Se verifica imediatamente que um diedro 6: Convexo, 
côncavo, agudo, reto, obtuso, plano ou de uma volta 
conforme seu ângulo plano também o for. O diedro 
plano tem suas faces opostas e nada mais é do que 
o conjunto dos pontos de um semiespaço. O diedro 
de uma volta tem suas faces coincidentes e nada mais 
é do que o conjunto dos pontos do espaço. 

. A soma ou diferença de dois diedros é igual à soma 
ou diferença de seus ângulos planos. 

. Dois diedros chamam-se complementares, suplemen- 
tares ou replementares, quando também о sejam seus 
ángulos planos. 

. А soma dos diedros formados em torno de uma reta, 
do mesmo lado de um plano, vale dois retos e fore 
mados em torno de uma reta vale 4 retos. 

. Plano bissetor de um diedro é o semiplano que tem 
para origem a aresta do diedro e divide ao meio esse 
diedro. 

. Dois diedros adjacentes são suplementares quando seus 
ângulos planos também o forem. 

VIL Dois diedros opostos pela aresta são iguais. 
VIII. As relações de desigualdade entre os diedros são as 
mesmas que entre os seus ángulos planos. 


Assim, dois diedros são desiguais quando têm ângulos 
planos desiguais, e ao menor diedro corresponde o menor 
Angulo plano. 


MEDIDA DE UM DIBDRO. Demonstra-se que a razáo entre 
dois diedros é a razão de seus ângulos planos. 


E, assim sendo, tomando-se para unidade de medida de 
um diedro, o dicdro que possua para seu ángulo plano a uni- 
dado de medida dos ángulos, podemos dizer que: a medida 
de um diedro 6 a medida de seu ángulo plano. 


PLANOS PERPENDICULARES. Dois planos que se inter- 

são perpendiculares se os diedros adjacentes determi- 
são iguais. 

Ou, dois planos que se interceptam são perpendiculares 

“quando formam quatro diedros retos e, reciprocamente, se 

um dos quatro diedros é reto os planos são perpendiculares, 


| 23. Teoremas demonstráveis imediatamente pela 
consideração dos ángulos planos. 


1* Teorexa. Be uma reta 6 perpendicular a um 
plano, todo plano que a contém é perpendicular ao 


primeiro plano. 


Com efeito, se tragarmos, no plano dado a, uma per- 
pendicular r à sua interseção s, com o plano f que passa pela 
perpendicular dada t, e passando pelo pé P da perpendicular 
verificamos que os dois planos a e B são perpendiculares, 
pois o ángulo diedro desses planos é reto, em virtude de seu 
Angulo plano também o ser. 


2.º Teorema. Se dois planos são perpendiculares, 
toda reta de um, perpendicular à interseção dos dois 
planos, 6 perpendicular ao outro. 


Basta que se trace pelo pé da perpendicular a interseção 
uma perpendicular a essa interseção, como o ângulo diedro 
` дов dois planos é reto, o seu ângulo plano também o 6 E 
como uma reta perpendicular a duas retas concorrentes de 
um plano é perpendicular a esse plano, está demonstrado o 
nosso teorema. 


3 Troneua. Por uma reta oblíqua a um plano 
passe um e somente um plano perpendicular ao pri- 
meiro, 


Sejam um plano æ e uma obliqua r. 

Com efeito, tirando-se por um ponto P qualquer de r 
ша perpendicular s à a, ғ e a determinam um plano $, per- 
pendicular ao plano a (1.º teorema). 
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Esse plano 8 é o único que passa por r e é perpendicular 
& a, pois, se houvesse outro haveria de conter s e não seria 
distinto de a, pois conteria r e а. 


4º Tronuma. (Devido a Ancmra). Se dois 

planos são perpendiculares a um terceiro e se inter- 

суал, sum feiern 6 parpondioular ю шой 
o. 


Sejam os planos a e @ perpendiculares a um plano q e 

веја г a interseção de a e f. 
De fato r é perpendicular a q pois se não o fosse, pelo 

teorema anterior só seria possível tragar por r um único plano 

perpendicular a q, o que contrariaria a hipótese. 

24, Ángulos Sólidos. 

Derinições. Chama-se ángulo sólido, angolóide ou, ainda, 
ângulo poliédrico ao conjunto de pontos do espaço limitado 
por 3 ou mais ángulos planos, de mesmo vértice, tendo dois 
a dois um lado em comum. 

A figura 25 representa um ángulo sólido que indicamos 
com a seguinte notação VABCDEF ou simplesmente por V. 

Os ângulos planos AVB, BVC, ...FVA que limitam o 
Angulo sólido, chamam-se faces do Angulo sólido, seus lados 
VA, VB,...VF são as arestas e o vértice comum V é o vér- 
tice do ângulo sólido. (As faces são medidas com unidades 


de ângulo). 
Os diedros ABVC, BCVD EFCA formados em cada 
os do ângulo sólido. 


aresta de VABCDEF são os 

É fácil de ver que um ângulo 
sólido tem tantos diedros quantas 
são suas arestas, e que possui, no 
mínimo três arestas. 

Dois ângulos sólidos dizem-se 
iguais quando coincidem por su- 
perposição. 

Se eles são iguais, seus ele- 
mentos, faces e diedros, são iguais. 
Nem sempre, porém, se seus ele- 
mentos são iguais, eles são iguais. 


SY NT 
oliédricos 


Dois ângulos sólidos dizem-se simétricos ou opostos pelo 

lice, quando as arestas de um são os prolongamentos des 
“arestas do outro (fig. 26). 

Secção PLANA. Chama-se secção plana de um ângulo 

sólido, ao polígono que se obtém cortando-se o ángulo sólido 

por um plano que, não passando pelo seu vérticê, intercepta 


Um ángulo sólido diz-se côncavo ou convexo, conforme 
. Sua secção plana веја um polígono côncavo ou convexo. 
Estudaremos apenas os ângulos sólidos convexos. 
Se a secção plana é um polígono de n lados, o ângulo 
sólido terá n arestas e n vértices e se chamará n-aedro. 


Em particular se п =3,4,5,... o Angulo sólido se chamará 
triedro, tetraedro, pentaedro,... 


25. Triedros. 
Derinições. Chama-se triedro во ângulo sólido de trés 
faces e, portanto, trés arestas e trés diedros. 
Denomina-se triedro isósceles no triedro que tem duas 
faces iguais. 
p. Chama-se triedro isoângulo todo aquele que possui dois 
. diedros iguais. 
É fácil de ver que todo triedro isoângulo é também isós- 
сејев, e que as faces opostas aos diedros iguais são iguais. 


Verifica-se que todo triedro isósceles pode coincidir com seu 
simétrico. 


Um triedro diz-se retângulo, biretángulo ou trirelángulo 
conforme possua um, dois ou três diedros retos. 

Qualquer dos triedros, formados pelas paredes de uma 
sala de aula e o teto é um exemplo de triedro triretángulo. 
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` 26. Propriedades dos triedros. 


1.º Troma. Em todo triedro uma face qualquer 
é menor do que a soma das outras duas. 


Seja um triedro VABC (fig. 28). Bastará fazer a demons- 
tração para a maior face AVC, pois se a maior face 6 menor 
do que a soma das duas outras, com mais forte razão serão 
menores as outras duas BVC e AVB. , 

Se conseguirmos provar que uma das 
faces, BVC ou AVB, é menor ou igual 
a AVC, evidentemente estará demonstrado 
mosso teorema, 

Tracemos a semireta VD, pertencente 
à face AVC, a qual forme com VA um 


== 
ângulo AVD=AVB,e unamos os pontos 
arbitrários А e C pertencentes às arestas 
VA e VC, respectivamente. 
Sejam também D o ponto de inter- 
seção da semireta VD com o segmento AC, 
e B o ponto da semireta VB tal que 
VB -VD. 
Os triángulos AVB e AVD são iguais, 
por terem um ángulo igual compreendido entre lados respec- 
tivamente iguais. __ 
Portanto 4B —AD. No a a 
No triângulo ABC temos BC» AC — AB, porque, em um 
triángulo, cada lado 6 maior do que a diferenga dos outros 


dois. 


Então BC>AC-AD .*. BO» DC. 
Nos triângulos BVC e DVC temos: 
VB=VD, VC 6 comum e BO» DC 


Como em dois triângulos que possuem dois lados iguais | 
e um desigual, ao maior dos dois lados desiguais está oposto 
maior ângulo (Geometria Plana), então: 


— T 
BVC>DVC 


“Somando a ambos os membros desta igualdade os ángulos 
iguais AVB e AVD, temos: 
Pa чл mm mm 
BVC+AVB>AVD+DVC e AVD+DVC=AVC 
~ an~ کے‎ " 
AVC«AVB--BVC eq. 


Conoránro. Em todo triedro, qualquer face é maior do 
que a diferença das outras duas. . 


2* Ткокимд. Em todo triedro а soma de suas 
faces 6 menor do que 360º, 


Seja um triedro VABC cuja secção plana é ABC e tra- 
cemos a semireta VD, prolongamento da aresta VA (fig. 28). 


Pelo teorema anterior, temos, no triedro VBCD: 
раа 
BVC<BVD+CVD 


Somando, a ambos os membros desta desigualdade, 
кз ът 
AVB--AVC, obtemos: 


ZAR ARA AA ARA ua a uam 
AVB+BVC+AVC<AVB4+-BVD+AVC+CVD 


~ aan ~ یحص‎ 
Mas, AVB+BVD=180° e AVC+CVD=180° 
o que é fácil de ver pela figura 28. 
Então, 
~ AR 
AVB+BVC+AVC <360º c.q.d. 


COROLARIOS. 
1.) Todo diedro de um triedro, aumentado de dois diedros 
retos, é maior do que a soma dos outros dois. 


2.º) A soma dos diedros de um triedro é maior do que dois 
retos e menor do que seis. 


Sejam dois triedros VABC e V'DEF, possuindo uma face 
igual, a face AVC igual à face DV'F, e os diedros adjacentes 


rw 
a AVC e DV'F respectivamente iguais. BVAC=EV'DF e 
к حص‎ 

AVCB=DV'FE (fig. 29). 


y 
ÁN | 
FIG. 29 


Transportando o triedro V'DEF sobre VABC de modo 
que as faces iguais coincidam, temos que as arestas V'D e 
V'F do segundo coincidirão com as arestas VA e VC do pri- 
meiro. 

~ 
Como ÉVAC=EVDF, o plano DV'E coincide com o 
ZA m 
plano AVB, e como AVCB=DV'FE, ов planos EV'F e BVC 
também coincidem. Logo a aresta V'E, que pertence, 80 
mesmo tempo aos planos AVB e BVC, coinciderá com VB. 

Então as três arestas do triedro V'DEF coincidem com 
as arestas de VABC, e portanto os triedros são iguais, pois 
coincidem por superposição. 


Ввоснъо caso, Dois triedros são quando 
о EI 
respectivamente iguais o apresentando a mesma dispo- 
sição. 


“Sejam oir kredros Y ABO e V'DEF (fig. 29) que possuam 


os diedros AVBC e DVEF iguais е as faces AVB e BVC 
respectivamente iguais a DV'E e EV'F e tendo a mesma 


ção. 

Transportando o segundo triedro sobre o primeiro de 
de que os v vértices V^ e V coincidam, bem cómo os ángulos 
Row Arno e DV'EF, ent&o coincidiráo também as arestas 

Como, por hipótese, as faces AVB e DV'E são iguais 
então а aresta V'D coincidirá com VA, e, como BVC e EV'P 
são também iguais então também V'F coincidirá com VC. 

, E, se as três arestas coincidem, os triedros são iguais, 
pois coincidem por superposição. 


Tmroxmo caso. Dois triodros são iguais quando 
ttm ar fae Iguala o Agullent nh 4 


Sejam dois triedros VABC e V'DEF e sejam suas faces 
tais que: CS 
AVB-DV'E 
~ С 
AVC=DV'F 
~ А 
BVC=EV'F 
e que possuam a mesma disposigüo. j 
Be D: ра disposici E sejam os pontos А, 
VYA-VB-VO-V'D-V'E-V'F (fig. 30) 


Os triángulos AVB, AVC e BVC, do primeiro triedro, 
são respectivamente iguais aos 
triángulos DV'E, DWF e 
EV'F, do segundo triedro, pois 
tém um ángulo igual (hipótese) 
compreendido entre lados res- 
pectivamente iguais (constru- 
ção). 

Logo, 


AB =DE, AC=DF e BÜ- EF 


` e portanto os triángulos ABC e DEF são iguais assim como - 
- os círculos cireunscritos а esses triângulos. 7 


Tracemos as perpendiculares VP e V'Q aos planos ABC 
e DEF, respectivamente, __ __ __ __ 

Como oblíquae iguais (ЎА = VB VO « V.D 2 VE- VT) 
afastam-se igualmente do pé da perpendicular (VP e УФ) 
então РВ e QE são raios dos círculos cireunscritos aos triân- 
mulos ABC e DEF, respectivamente; e como esses círculos 
são iguais PB=QE. 

Logo os triângulos retângulos VPB e V'QE são iguais, 
pois têm a hipotenusa (VB V'E) e um cateto (PB-QE) 


Transportando o triedro V'DEF sobre VABC de modo 
que DEF coincida com ABC, corno Q coincide iambém com 
P então V' coincide com V e os dois triedros são iguais pois 
coincidem por superposição. 


Quarro caso. Dois triedros são iguais quando 
têm seus ángulos diedros respectivamente iguais ө 
igualmente dispostos. 


„=, 

Sejam dois diedros VABC o V'DEF tais que AYCB, 

~ ~ ~ 
BVAC e CVBA sejam respectivamente iguais a DV'FE, 
EV'DF e FV'ED. 

Os triedros suplementares de VABC e V'DEF, Vi e Va, 
têm as faces respectivamente iguais logo esses dois triedros 
são iguais (3.º caso). Mas, se os triedros Vi e Va são iguais 
seus suplementares VABC e V'DEF também o são. (É pois 
o quarto caso, uma conseqúéncia do terceiro caso). 

ANALOGIA ENTRE ов TRIEDROS в ов TRIÁNGULOS. No- 
tamos no nosso estudo várias analogias entre um triedro e 
um triángulo, e nestas relações de analogia as faces e ângulos 
diedros dos triedros correspondem, respectivamente, вов lados 
e aos ângulos dos triângulos. 

Há, entretanto, certas propriedades dos triedros que se 
diferenciam profundamente das dos triângulos. Citamos como 
exemplos o segundo corolário (pág. 302) e o quarto caso de 
igualdade dos triedros. 


PRIMBIRA PROPRIEDADS. Em todo ángulo poliedro, 
quaque fao 6 manor do que & som das outros: 


Já demonstramos esta propriedade para os triedros. 


Seja então um Angul вагі 
АВС (ga) ео РОО, Won regina 


E, seja VAN a maior das faces. 


3 Er Meum os triedros VABN, VBCN VCDN,.... 


De acordo com 
uma as propriedades 
dos triedros (n.º 26), 
temos: 

ZA ZA 
AVN<AVB+BVN 
HA cues 
BVN<BVC+CVN 


— c 
СҮМ «VCD--DVN 


— TL 
LVN<LVM+MVN 


Somando, membro a membro, essas n—2 desigualdad 
e efetuando as eliminações ouk Fill, blat: T 
~ ma > 


P z~ 
AVN <AVB+BVC+CVD+....+LVM+MVN c.q.d. 


ВюопмрА rroramoaDe. Em todo ángulo poliedro 
a soma das faces 6 menor do que quatro Angulos retos. 


Seja VABCD.... N um ángulo poliedro de n faces 
et m e consideremos uma secgáo plana ABCD... N desse 
jedro. 
А Tomemos um ponto P interior à secção plana е unamos 
desses pontos aos vértices A, B, C, D, ... N. 


É fácil de ver que o número 
de triángulos, de vértice P e bases 
respectivamente iguais aos lados 
da secção plana, é igual ao número 
de triángulos de vértice V e bases, 
também iguais aos lados da secção 
plana. 

Entáo a soma dos ángulos 
internos dos triángulos de vértice 
P, é igual à mesma soma dos de 
vértice V. 

Considerando os tricdros de 
vértice A, B, C, D, ...N, e em- 
pregando a propriedade anterior, temos: 


WARS AS з= 
ABC «ABV--VBC 
— Cu Lm 
BCD<BCVAVCD 


— ma es 
NAB<NAV+VAB 


Somando, membro a membro, essas n desigualdades, 
temos que, o primeiro membro é a soma dos ângulos internos 
da secção plana, que sabemos ser 2r(n =2); e, o segundo 
membro é a soma dos ángulos internos dos triángulos for- 
mados nas faces do &ngulo poliedro, excetuados os de vértice 
У. Chamando de S a soma dos ângulos de vértice V, per- 
tencentes aos triángulos formados sobre вз faces de VABC...N, 
e que nada mais é do que a soma das.faces do ángulo poliedro 
V, podemos escrever: 


2r(n - 2) <2nr – 8 ou 2nr - 4r <2nr - 8 
.'.S<4 cq. 


CAPTULO П 


Poliedros 


1. Superfícies poliédrica. Definições. Chama-se su- 
perfície poliédrica a figura formada pelos pontos de quatro 
ou mais polígonos planos pertencentes a planos diferentes 
e tais que, dois a dois, tenham um lado em comum. 

Esses polígonos, seus lados e seus vértices chamam-se 
respectivamente, faces, arestas e vértices da superfície poliédrica. 

Se de uma superfície poliédrica retiramos uma ou mais 
faces, tendo duas a duas pelo menos uma aresta em comum, 
obtemos o que denominamos de superfície poliédrica aberta. 

Uma superfície poliédrica diz-se convexa quando per- 
tence &o mesmo semiespago determinado pelo plano suporte 


de qualquer uma de suas faces, Diz-se cóncava quando não 


pertencer inteiramente a, pelo menos, um dos semiespagos 
determinados pelo suporte de uma de suas faces. 

Uma snperfície poliédrica divide o espaço em duas re- 
gióes: uma, que chamaremos de finita e que constitui o que 
8e denomina de poliedro, & outra, chamaremos de infinito. 


2. Poliedros. Definições. Chama-se poliedro во eon- 
conjunto de pontos do espago limitado por uma superfície 
poliédrica (fig. 33 e 34). 

As faces, arestas e vértices de uma superfície poliédrica 


= são respectivamente as faces, arestas e vértices do poliedro. 


$ 
* {ш 
Geometria — Primeiro ano 


Um poliedro diz-se convezo ou côncavo conforme seja 


“convexo ou côncavo a superficie poliédrica que o limita (fig. | 
| 88 e 34). 


Se um poliedro é convexo, um plano qualquer do espago 
ou náo tem ponto em comum com o poliedro, ou o intercepta, 
Um plano intercepta um poliedro em um só vértice, em uma 
só aresta, em uma só face ou em um polígono convexo, que 
se chama secção plana do poliedro (fig. 35). 


ED 
Er 


FIG. 95 

Toda secção plana de um poliedro divide-o em dois outros 
poliedros que têm uma face comum que é a secção plana. 

Em consequência podemos dizer que, se uma reta inter- 
cepta um poliedro convexo, a interseção desta se reduz ou a 
um só ponto (um dos vértices do poliedro), ou a uma das 
arestas do poliedro, ou a um segmento de reta não coincidente 
com uma das arestas e que denominamos de corda do poliedro. 

Denomina-se diagonal de um poliedro a toda corda, não 
pertencente a uma das faces, cujos extremos sejam dois vér- 
tices. 

Chamam-se faces adjacentes a duas faces quaisquer que 
tenham uma aresta em comum. 

Chamam-se ângulos diedros do poliedro aos ángulos for- 
mados por duas faces adjacentes. Existem tantos diedros 
quantas são as arestas do poliedro. 

Ángulos sólidos de um poliedro são aqueles que têm para 
vértices um vértice do poliedro, e cujas faces são as faces do 
poliedro, que têm em comum aquele vértice. 

Existem pois tantos ângulos sólidos quantos são os vér- 
tices do poliedro. 


Chama-se drea de um poliedro a área de sua superfície 


poliédrica. 
196 Chama-se volume de um poliedro а medida da porção 
finita do espaço limitada pela superfície poliédrica. 
Dois poliedros dizem-se iguais quando cojncidem por 
superposição. ~ 
Dois poliedros dizem-se equivalentes quando possuem o 
mesmo volume. É evidente que dois poliedros iguais são 
equivalentes, mas, nem sempre a recíproca é verdadeira. 
Dois poliedros dizem-se conjugados quando o número de 
faces de um 6 o número de vértices do outro. 


3. Classificação dos poliedros. Os poliedros podem 

ser classificados segundo o seu número de faces. 

Assim temos alguns poliedros como: 
Tetraedro (4 faces) Octaedro 
Pentaedro (5 faces) 
Hezaedro (6 faces) 


( 8 faces) 
Dodecaedro (12 faces) 
Icosaedro (20 faces) 


Os poliedros podem se classificar ainda em: regulares e 
não regulares. 

Um poliedro diz-se regular quando todas suas faces são 
ied regulares iguais e cujos ángulos sólidos são iguais 
entre si. 


Um poliedro que não é regular diz-se não regular. 

Dentre os poliedros não regulares citaremos os prismas, 
pirâmides, troncos de prisma e de pirâmide, os quais serão 
estudados adiante. 

4. Lema. Em toda superfície poliédrica conveza aberta, 
O número de arestas aumentado de um é igual ao número de 

Jaces mais o número de vértices. 

y Isto é, А+1=Р+У (1) 
sendo A, F e V o número de arestas, faces e vértices da super- 
fície poliédrica (fig. 36). 

A igualdade (1) 6 evidentemente satisfeita para uma su- 
perfície poliédrica de uma face, pois, nessa caso, temos um 
Polígono plano. 

Então F=1 e A=V .*. F4V=A4+1 ou F-Y - A21 


Send 1) verdadeira para uma face, fagamos a demons- 
tração o PO. roc recorrüncis ou Indução instemátii. 

Admitamos então que o Lema é verdadeiro para uma 
superfície de n faces е evene que é válido também para 

je de n1 E 

V EAR Y. A. aa dao vértices e arestas da super- 
fície“de n+1 faces. 

Temos que: F"=P+1 (2) ын "we 

ndo que a face acresceni possua 1 lados 

PM india com as faces da superfície poliédrica de n. 
faces, concluímos que o número de arestas acrescentadas à 
superfície primitiva 6 1-с. 

Logo, А'=А+1-с -(3) 

O número de vértices coincidentes, da face acrescentada, 
6 igual ao número de lados coincidentes mais um, ou seja 
c+1. Então o número de vértices acrescentados será 1 - (c+1) 
e se tem: 

V'mV+-c-1 (4) 

Somando (2) com (4) e subtraindo (3) obtemos: 

F'+V'- А'=Р+1+У+1-0-1-А-1+с 
"+Ү'-4'=Р+У-А 


Como F+V-A=1, por hipótese, então Ё'+У'- А'=1 
ou А'+1=Р'+Ү'. 


Portanto se verifica a (1) e logo o Lema é verdadeiro 
para um número qualquer (finito) de faces, c.q.d. 


Isto 6, А+2=Р+Ү (a) 


sendo A, Р e V o número de arestas, faces e vértices de um 
poliedro convexo (fig. 37). 

Suprimindo uma face do poliedro convexo considerado 
obtemos uma superfície poliédrica, convexa aberta (fig. 37) 
cujo número de arestas e de vértices é o mesmo do poliedro. 

De acordo com o lema demonstrado, temos: 


A+1=F-1+V .'. A42=F4V cqd. 


` 6. Poliedros regulares 


Preiminares. Já definimos о que eram poliedros regu- 
Ee Vejamos agora algumas considerações sobre esses polie- 


Não é fácil de concluir à primeira vista que existam po- 
liedros regulares, entretanto, um deles é conhecido da Geo- 
metria intuitiva; este 6 o cubo ou hezaedro regular. Apre- 
sentaremos a seguir os outros poliedros regulares, que são em 
número limitado, ao contrário do que aprendemos a respeito 
dos polígonos regulares, que existem com um número qual- 
quer de lados. 

Representáremos, nos teoremas a seguir, o número de 
faces, vértices e arestas do poliedro por F, V e A respectiva- 
mente, 


Seja n o número de lados de cada face de um poliedro 
regular e p o número de arestas de cada um de seus ângulos 
sólidos. 


Como um polígono tem, no mínimo, 3 lados e cada ângulo 
sólido tem, no mínimo de 3 arestas, temos: n>3 e p>3 (1). 


Geometria — Primeiro ano 


Como cada face tem n lados e cada lado de uma face 
pertence a outra face adjacente, então: 
Fn 
4A-73- 0 
Como cade aresta une dois vértices, o número de arestas 
será também pa Te a 
Comparando (2) e (3), temos: 
1 p.c (4) 
Р 


Substituindo os valores de (2) e (4), na expressão do 
Teorema de Euler, obtemos: 


Donde tirando o valor de F vem: 
4р 
Fem O 
úmero de faces F é positivo, o segundo membro 

de Freva TER Mas o numerador 4p>0 pois, pela (1), 
p23, entáo o denominador também será positivo. 

Isto 6, 2n+p (2-n)>0 ou p(2- 7)» -2n 

Multiplicando ambos os membros por — 1, vem: 

p(n-2)«2n 


e como n23, n-2>0 e podemos escrever 
2n. 
95-3 
sendo p>3, temos: 
2e с2а, 
3<р<=—7 ou 3$«z-3 
2n 


1^5 


Resolvendo essa inequação fracionária (Curso Ginasial) | 4p 


_ temos: Ao q SS 5 2.) Se n=4, temos F= ¿255 7 
n-2 n-2 eventos ¡que 953 V o ulii vales quo 
d podemos dar a p. 
que resolvendo dá: ^ Para p=3, F=6 e temos o cubo ou 
hexaedro regular (fig. 41) 

E, portanto n não poderá ser superior a 5 (pois é inteiro). | 8º) Sen=5, temos = 22. ui 2 e vemos 
ConoLÁRro. As faces de um poliedro regula: sdo m 

equildteros, ou quadrados ou pentágonos шен. iid | inda que p=3 ба única hipótese possível. 


Para p=3, F=12 e temos o dodecaedro regular (fig. 42). 
Trorema, 86 existem cinco poliedros regu- Verificamos assim que existem apenas cinco poliedros 


lares. [ reguli 

| ELEMENTOS DOS POLIBDROS REGULARES. 

- Atribuindo a m, pe F os valores que correspon- 

Como hes, ton \ dem aos cinco poliedros regulares e caloulando 

Farmos; na fórmula (5), do (1.º teorema), essas 3 hipó- f V e 4, mediante as fórmulas (2) e (4) do 1.º 
үз j teorema: nF nF 
19 Se. n=3, temos ra | то. 42 M MX 


Dando a p todos os valores possíveis e tend: visi i podemos formar o enne quadro contendo os elementos 
que 6-p>0, pois P>0, obtemos: cis dos poliedros regulares. 


Para p=3, F=4 e temos o tetraedro regular (fig. 38). 
Para p=4, F=8 e temos o octaedro regular (fig. P 
Para p=5, F=20 e temos o icosaedro regular (fig. 40) 


E 
у 
А, 
| “1. Exercícios resolvidos. 
1) Calcular o número de arestas de um poliedro convexo que possui 
5 F 6 faces o 6 vértices. 
FIG. 38 FIG. зе тс. ү 


> 


Empregando o teorema de Euler, vem 
A+2=6+6.º. A710 


3) Em um poliedro convexo o número de arestas excede o número do 
b vértices de 12, Achar o número de faces. 
Temos: A-V = 12, pelo enunciado do problema 
e, 4-V=F-2 pelo teorema de Euler 
S. F-28120 Falt 
Um poliedro convexo arestas o ıerq4de f; 
BAN tr nti tin info Ko o 
Pelo teorema de Euler 
20+2 =F + mas, ndo Fe Y 
temos: 2F = 22 е Р 11 
O dodecaedro romboidal é um poliedro limitado por do; ngos 
о crc ош ша pi ado def dia Jogo 
Temos: F = 12, n=4 js 
Loa 


5) O tetra-hexaedro 6 um sólido limitado por 4 faces triangularos o 6 
hexagonais, todas regulares. Calcular o número de arestas e de 
vértices dessa poliedro. 

Temos: F = 4--8 10 


4 O ag e фае 0 Y s. ры 


8. Exercícios para resolver. 
1) Calcular o número do arestas de um poliedro convexo de 12 faces e 


3) Quantas nestas tem liodro. i uma faco hexa- 

tos агеві um convexo que possui uma face 

опа e 6 triangulares? 

3) Quantos vértices tem um poliedro convexo de 7 faces, sendo duas 
pentagonais e cinco quadrangulares? 

4) Um poliedro não regular tem o mesmo número de arestas concorrendo 
em um mesmo vértico, Calcular o número de arestas de cada ángulo 
sabendo-se que tem 6 arestas o que o número de faces 6 igual ao 

cos. 


ni , de 
5) Um poliedro convexo de 16 vértices só possui faces triangulares 
e hexagonais. Quantas faces tem o poliedro se o número do faces 


triangulares é 2. do número do faces hexagonais? 


6) Em um poliedro convexo de 90 arestas o número de faces excede o 
de vértices de 16. Quantas faces e quantos vértices tem o poliedro? 
7) Um poliedro convexo tem 16 faces. De um dos seus vértices partem 
5 arestas, do 5 outros vértices partem 4 arestas e, finalmente, de 
cada um dos vértices restantes partem 3 arestas. Calcule o número 
deese poliedro. (EPUC - 1061). 
8) Qual o número de faces de um poliedro convexo de 20 vértices e tal 
que em cada vértice concorram 5 arestas? 
(UFRJ - 1970). 
Respostas: 
1) 30 2) 12 3)10 4) 3 5)10 6) 54038 7) 35 8)32 


CAPÍTULO Ш 


Superfícies 


ESTUDO SUCINTO DAS SUPERFÍCIES 
EM GERAL 


Superfícies retilfnens e superfícies curvilíneas. Supor- 

fícies desenvol víveis o auperfícies reversas, Superfícies 

de revolução. Exemplos elementares dos principais 
tipos da classificação de Monge. 


1. Preliminares. Quando uma linha g se desloca no 
espaço, o conjunto de todos os pontos situados sobre a infini- 
dade de posições ocupadas por g em seu deslocamento cons- 
titui o que se chama uma superfície. 

A linha g que, em seu deslocamento, pode se manter 
invariável, ou não, em forma e grandeza, denomina-se gera- 
triz da superfície. 

A linha ou as linhas d sobre as quais a geratriz se deve 
“poiar chamam-se diretrizes da superfície, 

Se a geratriz y assume em seu deslocamento uma posição 
determinada em relação в uma outra superfície S fixa, esta 
superfície 5 diz-se diretora, 

Do ponto de vista matemático, só podem ser estudadas 
as superfícies que possam ser definidas geometricamente. 

Uma superfície diz-se definida geometricamente quando 
existir uma lei ou propriedade que a caracterize. Isto é, 
chama-se superfície geométrica definida a toda superficie carac- 
terizada ou por uma propriedade comum a todos os seus 
pontos ou por sua lei de geração. Assim, por exemplo, a super- 
fício esférica é caracterizada pela propriedade comum a seus 
pontos (lugar geométrico dos pontos equidistantes do centro) 
e, a superfície prismática, pela sua lei de geração. 

Chamamos de lei de geração de uma superfície a lei que 
regula o movimento de sua geratriz, que, quase sempre, não 
6 arbitrário, 


378. Superficies 


2. Classificação das superfícies. As superfícies são 
classificadas de acordo com o seu modo de geração, o qual 
depende da natureza da geratriz, das suas condições de movi- 
mento e do número e da forma da diretriz ou diretrizes em 
que se apoia a geratriz. 

Dentro dessa idéia, o matemático francés "Monge classi- 
ficou as superfícies em famílias. E chamou de familias de 
superfícies ao conjunto de superfícies, que possuem a mesma 
geratriz e a mesma lei de geração, diferindo apenas pela diretriz, 

Como o número de diretrizes, de natureza diferente, é 
infinito, vemos que, cada família de superfícies possui uma 
infinidade de superfícies, 

Ao conjunto de famílias de superfícies, que possuem & 
mesma geratriz mas, cujas leis de geração são diferentes, 
denominamos de categoria de famílias de superficies. 

E podemos dizer então que as superfícies so dividem 
em duas grandes categorias de famílias de superfícies: 


1) Superfícies retilíneas; 
2) Superlícies curvilíneas. 


Pode muitas vezes uma mesma superfície pertencer во 
mesmo tempo aos dois grupos. 


3. Superfícies retilíneas. As superffeics retilineas ou 
reguadas (regradas segundo alguns autores) são ав superfícies 
que pertencem à categoria de famílias cuja geratriz comum 
é uma reta. Isto é, são as superfícies que podem ser geradas 
por uma reta. 

As superfícies retilínens dividem-se em dois grandes grupos: 


1) Superfícies desenvolviveis; 
2) Superfícies reversas. 


4. Superfícies curvilínens, As superfícies curvilíneas 
ou propriamente curvas são aquelas que pertencem à categoria 
de famílias cuja geratriz comum é uma linha curva. Isto é, 
são as superfícies sobre as quais não podemos tragar uma 


ta. 

É fácil de ver que as superfícies curvilíneas são consti- 
tuídas por uma infinidade de categorias de famílias, pois, 
para cada espécie de geratriz fixada, teremos uma categoria 
de famílias de superfícies. 
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Assim, se as superfícies têm para geratriz comum uma 
circunferência (de raio constante ou não) teremos a categoria 
de famílias de superfícies circulares; se a geratriz comum é 
uma parábola, teremos a categoria de famílias de superfícies 
parabólicas, ete. 

Na categoria de famílias de superfícies circulares estão 
incluidas as chamadas superfícies de revolução. 


5. Superfícies desenvolvíve Uma superfície reti- 
línea diz-se desenvolvtve! quando, suposta flexível mas inexten- 
cível, pode ser estendida sobre um plano sem ser necessário 
sofrer qualquer dobra ou rutura. 


Entre as superfícies desenvolvíveis podemos citar: 
1) As superfícies cilíndricas; 
2) As superfícies cónicas. 


As superfícies cilíndricas bem como as cónicas só diferem 
entre si pela natureza da diretriz, logo segundo a classificação 
de Monge, constituem famílias de superfícies. 


, 6. Superfícies cilindric: Chama-se superfície cilín- 
drica a superfície gerada por uma reta y que se move no es- 
paço conservando-se paralela a uma reta fixa r e apoiando-se 
sobre uma linha fixe d (fig. 43). 

A reta g chama-se geratriz da superfícies cilíndrica e a 
linha d é a sua diretriz. 

A superfície cilíndrica diz-se fechada ou não conforme 
o seja sua diretriz. A superfície cilíndrica diz-se circular, 
elítica, etc., conforme sua diretriz seja uma circunferência, 
elipse, etc. 

. Quando a diretriz 6 uma reta ou 6 uma linha plans, 
cujo plano contém a reta r ou é 
paralelo a ela, a superfície cilíndri- |" 9 
ca se reduz a um plano. 


7. Superfícies cónicas. Cha- 

ma-se superfície cónica a superfície 

gerada por uma reta q que se move d 
no espaço apoiando-se sobre uma 

linha fixa d e passando por um 

ponto P não pertencente a essa li- 

nha d (fig. 44). тс. 4 
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O ponto P diz-se vértice de super- 
ficie e a linha d sua diretriz. 

A superfície cónica diz-se fechada 
ou não conforme seja sua diretriz. 

A superfície cônica diz-se circular 
elítica, ete., segundo sua diretriz seja 
uma circunferência, elipse, ete. 

Quando a diretriz d é uma reta a 
superfície cônica reduz-se a um plano. 


8. Superfícies reversas. Uma su- 

perfície retilínea diz-se reversa quando 

FIG. 44 não é desenvolvível. Em geral uma su- 

perfície reversa é uma superfície ge- 

rada por uma reta que se move no espago, tendo um ponto 

comum com três linhas fixas, chamadas diretrizes, ou é ge- 

rada por uma reta que tem um ponto comum com duas 
diretrizes e é paralela a um plano, chamado diretor. 

Entre as superfícies reversas que têm um ponto comum 
com três diretrizes podemos citar o hiperbolóide de uma folha 
e о cone reverso. 

Conforme a natureza das diretrizes, teremos famílias de 
superfícies reversas. 

Entre as superfícies reversas, em que a geratriz tem um 
ponto comum com duas diretrizes e 6 paralela, a=um plano 
diretor, temos o grupo dos cilindróides ao qual pertence a 
família dos conóides. 


9, Hiperbolóide de uma folha, É a superficie re- 
versa gerada por uma reta que se move no espaço, apoiando- 
so sobre três retas duas a duas não complanares (fig. 45). 


EA 


FIG. 45 FIG. 46 
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10. Cone reverso. É a superfície reversa gerada por 
uma reta que se move no espaço apoiando-se sobre uma reta 
e duas linhas curvas (fig. 46). 


11. Cilindróides. São as superfícies reversas geradas 
por uma reta que se move по espaço apoiando-se sobre duas 
diretrizes e conservando-se paralela a um plano diretor. 


12. Conóides. Constituindo uma das famílias dos cilin- 
dróides, os condides são as superficies reversas geradas por 
uma reta que se move no espaço, apoiando-se sobre uma reta 
e uma curva e conservando-se paralela ao plano diretor. 

Isto é, os conóides são cilindróides cujas diretrizes são 
uma reta e uma curva. 

A diretriz retilínea chama-se eixo do conóide. 

Um exemplo de conóide é a cunha de Wallis, que é um 
canóide reto cuja diretriz curvilínea é uma semicircunferéncia, 
pertencente a um plano paralelo ao eixo (fig. 47). 

É o conóide usado nas construções navais na forma das 
proas dos navios e na arquitetura na junção de tetos curvos 
e planos. 


13. Parabolóide hiperbólico. Pertencendo a uma das 
famílias dos cilindróides, é o paraboléide hiperbólico a super- 
fície gerada por uma reta que se move no espago apoiando-se 
sobre duas retas fixas e conservando-se paralela a um plano 
diretor (fig. 48). 


Ec AER 


FIG, 48 


É pois um cilindróide cujas diretrizes são retilíneas. 
Usado na construção de tetos de madeira ou de lajes de 
concreto armado e na forma dos limpa-trilhos das locomotivas. 


14. Superfícies de revolução. Chama-se superfície de 
revolução a superfície gerada por uma linha q, pertencente 


a um semíplano а de origem r, quando 
o semiplano a sofre uma rotação com- 
pleta, em torno de sua origem r (fig. 49). 

A linha g é a geratriz da superfície 
de revolução e a reta 7 é o seu eixo. 

Cada ponto da geratriz, não per- 
tencente ao eixo, gera, na rotação de 
о em torno do eixo, uma circunferên- 
cia cujo centro está sobre o eixo r e 
cujo plano é perpendicular a r. 

Os círculos limitados por essas cir- 
cunferências chamam-se paralelos da 
superfície de revolução. 
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O paralelo de raio máximo cha- 
ma-se equador. 


Cada posição da geratriz no seu 


116. 49 movimento de rotação representa a 
interseção da superficie de revolução 
com um determinado semiplano cujo eixo é a origem. Assim 
todo plano que passe pelo eixo determina sobre a superfície 
duas geratrizes. Ao conjunto dessas duas geratrizes dono- 
minamos de curva meridiano ou simplesmente, meridiano 
da superfície. О plano que determina o meridiano chama- 
mos de plano meridiano da superfície. 

15. Principais superfícies de revolução. Superfície 
cilíndrica, superfície cónica, superfície esférica, toro, elipsóide, 
hiperbolóide de uma folha, parabolóide hiperbólico, 

As superfícies de revolugáo tem grande importáncia nas 
artes e indústrias pois 6 grande o número de objetos cuja 
superfície é de revolução. 


16. Superfície cilíndrica de revolução. É a superficie 
de revolução cuja geratriz é paralela ao eixo. 

Assim uma superfície cilíndrica de revolug&o 6 a super- 
fício gerada por uma reta q, pertencente a um semiplano 
cuja origem r é paralela a 9, quando o semiplano sofre uma 
rotação completa (fig. 50). 

A distância constante R entre a geratriz e o eixo, diz-se 
raio da superfície cilíndrica de revolução. 

Os paralelos da superfície cilíndrica de revolução são 
iguais evidentemente. 
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Pelo que acabamos de ver, podemos dizer que o lugai 
geométrico dos pontos do espaço eqüidistantes de uma reta 
fixa é a superfície cilíndrica de revolução cujo eixo é essa 
reta e cujo raio é a distância constante. 

Um plano r, paralelo ao eixo de uma superfície ci i 
deber Een on 
fície, conforme a sua distância во eixo da superfície seja 
inferior, igual ou superior ao raio da mesma. 


17. Superfície cónica de revolu 
e ção. É a superfície 
de revolução cuja geratriz e o eixo são retas inci 
tos 
perpendiculares (fig. 51). ен 
De fato, dadas duas retas concorrentes e não 
[ M erpen- 
diculares g e r, cujo plano por elas definido é T, dando a T 
m о completa em torno de т temos que a reta y gera 
superfície que 6 cónica pois 
EN pois g passa sempre por P e é de 
Qualquer das circunferências dos paralelos di 
ficie pode ser considerada como diretriz da superficie cônica 
yang etriz da superfície cónica 
O vértice P divide a nossa suj 1 
perfície em duas folhas, 
cada uma delas gerada por uma das semiretas de g. Г 


Seja o Angulo agudo a formado pela geratriz com o eixo. 
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Chama-se abertura da superfície cônica de revolução ao 
ângulo 2a formado por duas de suas geratrizes opostas. 

Um plano я, que passe pelo vértice de uma superfície 
cônica de revolução, diz-se secante, tangente ou exterior a essa 
superfície, conforme o ângulo agudo por ele formado com o 
eixo seja menor, igual ou superior à metade da abertura 
dessa superfície. 

18. Superfície esférica. É a superfície de revolugáo 
cuja geratriz 6 uma semicircunferóncia cujo diámetro pertence 


ao eixo (fig. 52). 
ja 
FIG. 52 д 


eo 


É o lugar geométrico dos pontos do espago egifidistantes 
de um ponto fixo. 

19. Toro. É a superfície de revolução cuja geratriz 6 
uma circunferência que é complanar com o eixo, mas cujo 
centro n&o pertence ao eixo (fig. 53). 

20. Elipsóide de revolução. É a superficie de revo- 
lugüo cuja geratriz 6 uma elipse e cujo eixo 6 um dos eixos 
da elipse (fig. 54). 

21. Hiperbolóide de revolução de uma folha. É a 
superfície de revolução cuja geratriz é um ramo da hipérbole 
e cujo eixo é o eixo nào transverso da hipérbole (fig. 55). 


FIG. 54 FIG. 55 
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22. Parabolóide hiperbólico de revolução. É a su- 
perfície de revolução cuja geratriz é uma parábola e cujo 
eixo é o eixo da parábola (fig. 50). 


FIG. 56 


23. Quadro sinótico do estudo das superfícies que acaba- 
mos de estudar, 


Demo E 
RUDILÍNIAS Hiperbolólde de uma folha 
Reverso... | Cone reverso (Cunha Wall) 
id 
Burzarícus. Cilindróides Parabolólde 
biporbóli 
Circulares, parabólicas, eto. da 
Cilfodricus 
ovnvininnas Cónicas 
Superjicies de | Heléricas 
revolução.» | курде 


Hiperbolóide de uma folha 
Parabolóido de revolução 


CAPÍTULO IV 


Prismas 


1. Superfície prismática. 

Chamamos de superfície prismdtica a superfície gerada 
por uma reta, que se desloca, apoiando-se sobre uma linha 
poligonal, paralelamente a uma reta náo pertencente ao plano 
da linha poligonal (fig. 57). We 1 

Chama-se de aresta da superfície prismática a uma ge- 
ratriz que passe por um vértice da linha poligonal. ta 

A linha poligonal sobre a qual de apóia a geratriz diz-se 

iretri; erfície. 
Sire pene de plano limitadas por duas arestas consc- 
cutivas chamam-se faces, e os ángulos diedros, formados рог 
duas faces adjacentes, s&o os diedros da superfície prismática. 

Chama-se prisma indefinido во conjunto de pontos do 
espaço limitados por uma superfície prismática fechada. 

Chama-se secção plana de um prisma indefinido a todo 
polígono determinado pela interseção désse prisma com um 
plano que corte todas suas arestas, h . A 

As secções planas paralelas de um prisma indefinido são 
iguais, pois são polígonos de la- 
dos e ángulos iguais. 

Chama-se secção rela de um 
prisma indefinido a secção plana 
determinada por um plano per- 
pendicular a todas as suas ares- 
tas. 

A porção de prisma indefi- 
nido compreendida entre duas 
secções planas paralelas se cha- 
ma prisma finito ou simples- 
mente prisma. 
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PRISMAS 


2. Definições. Chama-se de prisma ao prisma indefi- 
nido limitado por dois planos paralelos que cortem todas 
as suas arestas. 

As duss secções planas paralelas do prisma indefinido 
são dois polígonos iguais chamados bases do prisma. 

As porções das faces da superfície prismática, que limitam 
o prisma indefinido, limitadas pelos dois planos paralelos, 
chamam-se faces laterais do prisma e as porções de arestas 
da superfície prismática limitadas por esses dois planos são 
as arestas laterais do prisma. Os lados das bases são as arestas 
das bases. 

A distância entre esses dois planos paralelos denomina-se 
altura do prisma, 

O prisma é, então, um poliedro convexo em que duas 
faces são polígonos quaisquer, iguais e paralelos, chamados 
bases, e todas as outras faces são paralelogramos, chamados 
faces laterais. 

A soma dessas faces laterais chama-se superfície lateral 
do prisma e a soma desta com as duas bases chama-se super- 
Исе total do prisma. 

. 


3. Classificação dos prismas. Um prisma diz-se reto ou 
obliquo conforme suas arestas laterais sejam ou não perpen- 
diculares às bases. 

Em todo prisma reto as bases são secções retas, as faces 
laterais são retângulos ou quadrados e as arestas laterais são 
iguais à altura. 

Dois prismas retos dizem-se iguais quando possuem as 
bases e as alturas iguais. 

Todo prisma reto cujas bases sejam polígonos regulares 
chama-se prisma regular, 

Um prisma regular não é necessariamente um poliedro 
regular. Em particular, o eubo é o único prisma regular que 
é também poliedro regular. 

Um prisma denomina-se triangular, quadrangular, penta- 
gonal, hexagonal, ete., conforme suas bases sejam triângulos, 
quadriláteros, pentágonos, hexágonos, etc. 


EE As A AT 
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4. Paralelepípedos. Chama-se pa- 
ralelepípedo a todo prisma cujas bases 
são paralelogramos (fig. 58). 

E, portanto, é um poliedro convexo 
cujas faces são paralelogramós, 

Duas faces de um paralelepípedo di- 
zem-se opostas quando contém dois lados 
opostos das bases, (na figura 58 as faces 
laterais a que pertencem AB e CD são 

по. 58 opostas). 

à Diz-se que um paralelepípedo é reto 
(fig. 59) ou obliquo (fig. 58) conforme suas 
arestas laterais sejam ou não perpendiculares 
hs bases. 

Um paralelepípedo reto cujas bases são 
retângulos diz-se paralelepípedo retângulo. 

Um paralelepípedo retângulo é então um 
poliedro convexo em que todas as faces são 
retângulos e, portanto, é reto em relação a FIG. 59 
qualquer uma de suas faces. E as três ares- 
tas, que concorrem em cada um de seus vértices, são as suas 
dimensões. 

"Todo paralelepípedo reto, que não soja retângulo, não 6 
reto em relação a qualquer de suas faces. 


5. Cubo. Já vimos que o cubo 6 um poliedro regular 
de seis faces quadrangulares. 

Como satisfaz a definição de prisma, dizemos que o cubo 
6 um tipo de prisma, que 6 reto, porque suas arestas laterais 
so perpendiculares hs bases, e que é regular porque, sendo 
reto, tem para bases polígonos regulares. 

É pois o cubo o único prisma regular que é também 
poliedro regular. E pode, também, ser considerado como um 
paralelepípedo retângulo de dimensões iguais. 


6. Propriedades dos paralelepípedos. 
1.) Asjaces opostas de um paralelepípedo são iguais e paralelas. 

Seja um paralelepípedo ABCDEFGH cujas bases são оз 
paralelogramos ABCD e EFGH (fig. 60). 

Provemos que suas faces opostas, ABFE e DCGH, por 
exemplo, são iguais e paralelas. 
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Com efeito, AB e DC são iguais e 
paralelos como lados opostos de um 
paralelogramo e, pela mesma razão, 
BF e ÜG são também iguais e pa- 
ralelas. Então as duas faces opostas 
ABFE e DCGH são paralelas c os ân- 


~ 

gulos ABF e DCG são iguais, E se as 

faces ABFE e DCGH são paralelas e 

têm lados e ángulos iguais, então são но. 00 

iguais, 

24) Um paralelepípedo pode ser considerado como wm prisma 
de três modos diferentes, tomando por bases duas faces 
opostas quaisquer. 

(Esta propriedade é uma consequência da anterior). 

3.) Dois paralelepipedos retângulos de mesmas dimensões são 
iguais. 

(A demonstração 6 simples e evidente) 


4.*) Toda secção plana que encontra quatro arestas de um parale- 
lepípedo é um paralelogramo, 


Б Meis pois os lados opostos da secção plana são 

8, pois são intersecgóes da secção plas i 

Pell gi ção plana com dois planos 

5%) Um paralelepípedo possui quatro diagonais que se cortam 
ao meio em um mesmo ponto chamado CENTRO DO PARA- 
LELEPÍPEDO. 


Seja o paralelepípedo ABCDE 
FGH e suas quatro diagonais AG, 
CE, BH e DF (fig. 61). 

Como AE e CG são iguais e 
paralelas, o quadrilátero ACGE 6 um 
paralelogramo e suas diagonais AG e 
CE cortam-so no meio em um pon- 
to M. 

O quadrilátero ABGH é também 
um paralelogramo e suas dingonais 
AG e BH cortam-se também ao meio no 
FIG, 01 pento M. 
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H G E, finalmente, se traçassemos 
o quadrilátero DCFE que seria 
também um paralelogramo, suas 
diagonais CE e DF se cortariam, 
também ao meio, mo ponto M. 
Portanto,as quatro diagonais 
do paralelepípedo cortam-se ao 
meio em um mesmo ponto. c.q.d. 
= 65) Em um paralelepipedo retân- 
gulo as diagonais são iguais. 
É fácil de ver que os quadriláteros considerados na pro- 
priedade anterior são retângulos e portanto suas diagonais, 
que são as do paralelepípedo, são iguais. 
7.) O quadrado da diagonal de um paralelepípedo retângulo é 
a soma dos quadrados de suas três dimensões. 


Seja um paralelepípedo retângulo ABCDEFGH e trace- 
mos uma de suas diagonais (fig. 62). 
Seja BH a diagonal do paralelepípedo, que é também do 
retângulo BDHF. 
Pelo teorema de Pitágoras, temos: 
Bil?-BD3- DH 


Como BD é a diagonal do retângulo ABCD, então, ainda 
pelo teorema de Pitágoras, temos: ВГ? = AB*--AD* 
BH?=AB*4+AD?4+DH? едй. 


8.) A diagonal do cubo é igual ao produto da aresta pela үз. 


Seja um cubo de aresta a e diagonal d. Como о cubo 
pode ser considerado como um paralelepípedo retângulo de 
dimensões iguais, então, pela propriedade anterior, 


Pel+aqa=da .'. d=aN 3 сд. 


9.) Dois paraleleptpedos de mesmas bases e mesma altura são 
equivalentes, 


É fácil de ver que podemos decompor os dois paralele- 
pípedos em dois prismas triangulares equivalentes. 


Geometria — Primeiro ano 391 


т. Árenlateral e área total 
de um prisma. São, respecti- 
vamente, as áreas da superfície 
Interal e da superffeie total de um 
prisma. 

Então,a drea lateral 6 a soma 
das áreas de suss faces laterais 
e a área total é a área lateral mais 
o dobro da área da base, 


8. Área lateral de um 
prisma oblíquo. Seja ABCDE 
FGHIJ um prisma oblíquo e seja 
MNPQR sua secção reta (fig. 03). 

_ Os segmentos MN, NP, PQ 
e RM são então perpendiculares às arestas laterais e, portanto, 
são as alturas dos paralelogramos que constituem as fnces la- 
terais do prisma. 


As áreas desses paralelogramos são os produtos das basos 
pelas alturas, mas as bases são as arestas laterais que são 
todas iguais а 0, então, a área lateral do prisma será; 


S, MN . NP .1+PQ .1+RM .1 


. Colocando 1 em evidência, temos que a área lateral do 
prisma oblíquo será igual ao produto do perímetro da secção 
reta pela sua aresta lateral. 


9. Área lateral do prisma reto. Como as bases de 
um prisma reto são secções retas do prisma, então sua área 
lateral (8,) será o produto do perímetro de sua base (2p) pela 
sua aresta lateral ou altura (A). 


Isto 6, 2 ph 


10. Área total de um prisma. Sendo a área total 
(80) de um prisma igual à sua área lateral mais o dobro da 
área da base (S), tomos: 


51=8,+28, 
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Il. Área lateral e área 
total do paralelepípedo retán- 
gulo. Seja um paralelepípedo re- 
tângulo de dimensões a, b e c 
(fig. 04). Sua área lateral será: 


$S¡=2bc-+2a0=2e(a-+b) 
Sua área total será: 
St=2ab-+2bc-+200=2 (ab--ac--bc) 


12. Área lateral e área total do cubo. Seja um cubo 
de aresta a. Como todas suas faces sño quadrados de lado 


a, temos: 
Sy=40? e St=6a? 


VOLUMES 


13. Já vimos que volume de um poliedro é a medida 
da porção finita do espaço limitada por uma superfície polié- 
drica. 

fi, pois,o número que mede o poliedro em relação a uma 
dada unidade. Por unidade de medida se considera um cubo 
que tem de aresta a unidade de medida de um comprimento, 


14. Volume de um paralelepípedo retângulo. Par- 
tindo-se do teorema seguinte: dois paralelepípedos retângulos 
de mesma base estão entre si como as suas alturas e, mediante 
certas considerações, chega-se à conelusão de que o volume 
de um paralelepípedo retângulo é igual ao produto da medida 
de suas três dimensões. 

Consideraremos, todavia, para simplicidade, e de modo 
análogo ao que se procede modernamente com um grande 
número de conceitos da Geometria Euclideana que, por 
definição, o volume de um paralelepípedo retângulo 6 igual 
ao produto da medida de suas {тёз dimensões. 

Assim, sendo a, b, c as dimensões de um paralelepípedo 
retângulo, seu volume será: 


V=abe 
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E sendo п e b as medidas dos lados da base, então 


ES 


isto é, o volume do paralelepípedo retângulo é igual ao produto 
da área da base pela altura, 


15. Volume do eubo. Como o cubo é um paralele- 
pípedo de dimensões iguais, temos: 


V=aag=a? 
E dizemos que o volume de um cubo é o cubo de sua 
aresta. 


16. Volume do paralelepípedo reto. Seja 
ABCDEFGH um paralelepípedo reto (fig. 65). 


Tracemos AENM e BFQP perpendiculares à faco CDHG: 
O paralolepípedo ABPMEFQN 6 retângulo, pois suas bases 
ABPM e EFQN são retângulos, 

O volume deste último paralelepípedo considerado 6: 

У=8авһ ХДЕ ou VeS,scoXAE porque ABPM ө 
ABCD são equivalentes (têm a mesma área), pois: 


Sasco=SasroFSpor € Sanpu = авро бакр 
e os triângulos retângulos BCP e AMD são iguais (pois têm a 
hipotenusa e um cateto respectivamente iguais). 
Mas, se os dois paralelepípedos considerados têm as 
mesmas bases e a mesma altura (AE), então são equivalentes. 
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Se sño equivalentes tém o mesmo volume, Isto é, o vo- 
lume do paralelepípedo reto ABCDEFGH, tem para volume 


V-8SascoXAE ou V=S, h 


E dizemos que o volume de um paralelepípedo reto é a 
área da base vezes a altura. * 


17. Teorema. Todo prisma obliquo é equivalente a um 
prisma reto cuja base é uma secção reta do prisma obliquo e cuja 
altura é uma aresta lateral desse prisma. 

Seja o prisma oblíquo ABCDEFGHIJ ou AJ (fig. 66). 

Por um ponto M da aresta BG, tracemos a secção reta 
LMNOP. Prolonguemos a aresta BG de um segmento BR = MG 
e, pelo ponto R, tracemos um plano paralelo ao plano da secção 
reta. Como as secções planas paralelas de um prisma são 
iguais, o poliedro QRSTULMNOP ou QP 6 um prisma reto 
tendo para bases secções retas do prisma oblíquo 4J e para 
altura sua aresta lateral BG, pois 


O prisma AJ é formado pelos 
poliedros ABCDELMNOP ou AP 
e LMNOPFGHLJ ou LJ, e o 
prisma QP pelos poliedros AP e 
QRSTUABCDE ou QE. Mas, co- 
mo os poliedros LJ е QE são iguais 
pois, evidentemente coincidem рог 
superposição, então os prismas 
AJ e QP são equivalentes, pois 
são formados de um poliedro co- 
mum AP e dos poliedros LJ e 
QE, respectivamente, os quais, 
como já vimos, são iguais. 

Temos portanto demonstrado 
o nosso teorema. 


18. Volume de um para- 
lelepípedo oblíquo. Seja o pa- 
ralelepípedo oblíquo ABCDEFGH 
ou AH (fig. 07), cujas bases são 
ABCD e EFGH e cuja altura é FT. 


"Tracemos por _F, a per- 
pendicular FS a HG. 
Tomando-se para base 
do paralelepípedo AJ! a face 
ВСОР, uma de suas arestas 
laterais será EF e uma de 
suas secções retas será 
FNPS, que 6 um paralelo- 


FIG. 67 


gramo. 

O paralelepípedo oblí- 
quo AH será equivalente no paralelepípedo reto PNPSEMQR 
ou FR, que tem para base в secção reta de AH е para al- 


tura sua aresta lateral EF (n.º 15). 
Mas о volume de FR 6 (n.º 14): 


Vra = Spurs XEF 
e como a ый 
Brues =NPXFT 
entáo Em 
Vra NPXFTXEF 

ou Vra=ABXNPXET pois EF=AB 


Mas ABXNP=Sanoo e FT 6,como já vimos, a altura 
do paralelepípedo AH. 


E portanto, = 
Var=SancoXFT 


Isto é, o volume de um paralelepípedo oblíquo é a área 
de sua secção reta vezes sua aresta lateral, ou a área de sua 
base vezes a sua altura, 


19. Volume de um prisma. 


I) Volume de um prisma triangular. Seja um paralele- 
pípedo oblíquo ABCDEFGH ou AH e seja MNPQ uma de 
suas secções retas (fig. 68). Ee + 

O plano que contém as arestas opostas BF e DH do para- 
lelepípedo АН divide-o em dois prismas triangulares АВРЕРН 
e BDCFHG, que são equivalentes a dois prismas retos de 
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mesma base (triángulos MNQ e QNP iguais) e mesma altura 
BF; епідо, сото já vimos, ésses dois prismas triangulares são 
iguais, e como V'=SuscoXh 


o volume do prisma triangular será y=Sazop xA 


ou ГЕЯ 


Isto é, o volume de um prisma triangular é igual à área 
base vezes a altura. 


FIG, 68 FIG. 09 


ID Volume de um prisma qualquer, Qualquer que seja 
o prisma considerado podemos decompó-lo em um certo 
número de prismas triangulares (fig. 69), de mesma al- 
jura A, 


Então o volume do prisma AJ considerado é 


V=bihtbzh+bsh=(bi+bz+ba) h 
.'. V=SanooaXh 


O volume de um prisma é o produto da área da base 
pela altura, 

. Ou, como o prisma oblíquo é equivalente ao prisma reto 
cuja base é a secção reta e a altura é a aresta lateral, podemos 
iambém dizer que o volume de um prisma qualquer é o pro- 
duto da área de sua secgáo reta pela sua aresta lateral. 
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20. Exercícios resolvidos. 


1) Qual o volume de um prisma hexagonal regular cujo perímetro da 
base é Hem o cuja altura é 5 V3cm? 
Se 2p = 24cm, uma aresta da base é 4em. 
A área da base 6 


ES DEAD 


e Y = Sph=24 ҮЗ X 5 ҮЗ =3000m* 


2) A soma das arestas que concorrem em um mesmo vértico de um para- 
Jelepípedo retângulo é igual a 15cm. Qual о volume do paralelopi- 
pedo ве аз urestas têm para medida números Ímpares consecutivos 7 

Beja m a menor aresta, temos: 


m+m+2+m+4=15 .".m=3 


Então, as arestas medem, respoctivamente, 
Bem, Sem о Tem. 


E о volume será; V=ubo=3X5X7= I05cm* 

8) Caloular o volume de um paralelepípedo retângulo sabendo quo a 
área total é 180m3, a diagonal da base 6 10m о que a soma das ares- 
tas que concorrem em um mesmo vértice é 17m, 

Sejam a e b as dimensões da base o c a altura do paralelepípedo. 
Temos: — 2ab + дас + 2bc = 180 
оз +b? = 100 
arb+emiT 


Resolvendo o sistema obteremos a solução 
a'= 8m, b=Om e c= 3m 


Então o volume pedido será: V = 144m* 


4) Um prisms inclinado tem altura de Sem e arestas laterals do Qom. 
Sua base é um triângulo retângulo cujos catotos têm 3 e 4cm е cuja 
hipotenusa tem беш. Qual é o volume do prisma? 

O volume de um prisma é a área de sun secção reta pela sua aresta 
lateral ou a área da base vezes a altura. 

Como não é possível calcular a área da secção reta, empregamos a 
fórmula V = Soar ХА 


. V= 6X8 = 48m? 


21. Exercícios para resolver. 


1) Qual o volume de um cubo cuja área base é 36m? ? 
2) Qual a diagonal de um cubo de 24 УЗ шт de volume? 
8) Qual a diagonal de um cubo de 72m? de area total? 
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4 


5) 
9 


7 


8) 


9 


10) 


п) 
12) 


13) 


14) 


15) 


16) 
17) 


18) 


19) 


20) 


Um prisma obliquo de 20cm de altura e 60cm? de área da base, tem 
30cm do aresta lateral, Calcule a área de uma seção reta. 

(EPUC - 1961). 

Calcule a área total do cubo cujas faces são Inscritíveis em círculos 
de rom? de área. (E. Plum. Engenharia = 1950). 

Qual o volume de um paralelepípedo retângulo соја soma de todas 
as arestas 6 48m, sabendo-se que suas dimensões são números con- 
secutivos? 

Calculo a área total de um paralelepípedo retângulo cuja diagonal 

mede ҮЗ8 om, sabendo que а soma de todas as arestas mede 40cm. 

(ENE - 1981). 

Calcular a área total de um prisma hexagonal regular om que uma 
aresta latoral modo 4 ЎЗ т e uma aresta da base medo 2m. 

Qual o volume de um prisma triangular regular cuja altura mede 
12 УЗ m o cuja base está inscrita em um círculo de 2r metros de 
perímetro ? 

Calcular a área total e o volume de um prisma triangular regular cuja 
base tem lcm de apótema e cuja altura é o diámetro da circun- 
feréncin circunscrita A base. (E. Aerontuticn = 1042). 

Calcular o volume de um paralelepípedo retângulo cuja diagonal mede 
Tm o duas de suns dimensões medem respectivamente 2m o Om. 

A soma do todas urestas do um poralelopfpedo retângulo 6 48m, a 
área de sun base é 12m? e a sua diagonal 5 Y2m Qual о vo- 
lume desse paralelepípedo ? 

Um cubo tem Зет de aresta. Prolonga-ee uma dns arestas AB do 
cubo, de um segmento BM igual a бет. Calcular a distância do 
ponto M aos vértices do cubo. (Е. N. de Arquitetura - 1946). 

Calcular o volume de um prisma triangular regular, sabendo-se que 
uma aresta da base mede 4m e que a altura do polígono da base 
é a metade da altura do prisma, 

Calcular o volume de um prisma quadrangular regular cuja base 
está inscrita em um círculo de 2» metros de perímetro e cuja altura 
6 igual so diâmetro desso círculo. e: 

Em um prisma hexagonal regular a altura mede 10 Y3m e a área 
lateral é o quádruplo da área da baso. Achar o volume do prisma. 

Calcular a área lateral de um prisma triangular regular, cuja altura 
€ o dobro da aresta de baso e o volume é igual a 55,4248, 

(Е. P. C. Aor. — 1080). 

Um prisma reto tem para base um paralelogramo em que dois lados 
adjacentes formam um ángulo de 45° e medem respectivamente 
2m e 5 Y2m. Qual o seu volume se a sua altura 6 6 metros? 

Um prisma quadrangular reto tem para base um paralelogramo, que 
possui um Angulo de 120º e tem para base 20cm. Qual o volume 
desse prisma se a menor aresta da base 6 6 УЗ cm ea altura do 
prisma é бош? 

Um paralelepípedo retângulo tem 142cm* de superfície total e n 
soma dos comprimentos de suas arestas vale 60em. Sabendo que 
os seus lados estão em progressão aritmética, eles valem 

(СЕВСЕМ - 71 - 8.P) 


T3 
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21) Um cubo de área total 18 Im? é equivalente a um prisma trian- 
) US lar regular cuja aresta lateral 6 o triplo da aresta da base. Qual 
o valor da aresta da base? 

22) Um cubo de aresta igual a 2 ҮЗ metros e um prisma hexagonal 
regular de aresta baso igual a 2m são equivalentes. Qual a altura 
do prisma? 

28) Calculo в área total de um prisma reto de 10cm de altura o cuja base 
6 um triângulo retângulo Isóscelos de perímetro igual a 100cm, 

(E. Fium. Engenharia — 1057). 
A ta de um prisma é um trapézio isósceles cujas bases medem 

24) А e Tom e enja altura medo Sem. Sabendo que a free lateral 
Cesse prisma mede Siem, calcule о seu volume. 

(ENE - 1061). 
Ji Jelepfpedo retângulo tem 750cm" de volume. Uma das suas 

25) Um Dame o dobro da diagonal de uma das faces de menor Kren; 
esta diagonal 6, por sua vez, o dobro dn menor dimensão do para- 
lelepipedo. Calenle a área total do sólido. (ЕРОС - 1900). 

26) Qual a expressio que dá o volume (V) de um prisma triangular, em 

? ão da área de uma face Intoral (s) e da distância (d) dessa face 
“a aresta oposta ? i А 
27) Ligam-se 2 в 2 os pontos médios de 3 arestas, nio complanares duas 
) Vigna, de um cubo de volume Gam. Calcule a área do triângulo 
formado 


(ENE - 1008). 


28) Calcule a razão entre o volume do um cubo e o volume do octaedro 
cujos vértices são os centros das faces do cubo. 
(F. B.U. E, G. = 1063). 


W Е ввровтАв: 
a 1) 216m* 4) 40cm? 7) 62cm? 
2) 6m 5) 120m? 8) 60 УЗ т? 
! 3) ба . 6) Gm? 9) 2m* 
" 10) 67,5 V3 em? o 40,5 V3em? 
11) 36m* 12) 00m* 
\ 13) Sem; Bem; 5,8002; 5,8cm; 8,бет; Sem; 6,50m; Dem 
14) 48m* 18) 00m* 22) 4m 
15) 4m* 19) 000cm? 23) 1900em* 
16) 4500m* 20) dem, dem e 7cm 20) 900em* 
17) 96m3 21) 2m 


25) 559,80cm2 
26) Esse prisma é equivalente à metade de um paralelepípedo cuja base 
sd 


é uma face lateral do prisma е cuja altura é d. .'. Ve 


27) 6 V3 dm? 28) 6 


CAPÍTULO V 


Pirámides 


ESTUDO SUCINTO DAS PIRÁMIDES 


Propriedades gernis; área lateral; área total; volume, 
Troncos do prismas e troncos de pirámide. 


1. Definições. Chama-se pirámide ao conjunto de pontos 
limitados por um ángulo poliédrico e por um plano que, não 
pesando pelo vértice,corte todas аз arestas do Angulo polié- 

rico. 

A secção plana do Angulo poliédrico chama-se base da 
pirâmide e as porções das faces do ângulo poliédrico limitadas 
por essa base chamam-se faces da pirámide. O vértice do 
ângulo poliédrico chama-se vértice da pirâmide. Assim,podemos 
dizer que uma pirâmide 6 um poliedro limitado por um polí- 
gono qualquer chamado base,e por triângulos que se chamam 
Jaces laterais. 

Chamam-se de arestas laterais da pirâmide as arestas que 
concorrem no seu vértice. As outres arestas são вз arestas 
da base. 

A soma de todas as faces da pirâmide chama-se super- 
сіе total da pirámide; а soma de suas faces laterais chama- 
se superfície lateral. 

Chama-se altura de uma pirâmide a distância do seu 
vértice no plano de sua base. Se o vértice da pirâmide se 
desloca em uma reta ou um plano paralelo à base, a altura 
da pirâmide não se altera. 

Uma pirâmide diz-se triangular ou tetraedro, quadrangular, 
hexagonal, etc., conforme sua base seja um triángulo, um 
quadrilátero, um hexágono, etc. 


qe 
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Uma pirámide diz-se regular quando sua base é um po- 
lígono regular e sua altura tem para extremos o vértice da 
pirámide e o centro da base. 

As arestas laterais de uma pirámide regular são oblíquas, 
tragades do vértice da pirámide à base, e tem seus pés eqii- 
distantes do pé da perpendicular; portanto, sáo iguais. 

As faces laterais de uma pirámide regular são triángulos 
isósceles, pois tem dois lados iguais (arestas laterais) e são 
iguais entre si, pois têm também iguais suas bases (lados de 
um polígono regular). 

А altura comum а éssos vários triângulos isósceles iguais 
chama-se apótema da pirámide, 

Só existe uma pirâmide regular que 6 também poliedro 
regular. Û o tetraedro regular, cujos elementos já vimos ante- 
riormente. 


2. Relações métricas na pirâmide 
regular. É fácil de ver que, em uma pi- 
rámide regular, o apótema (4), a altura 
(hi) e o apótema da base (а) formam um 
triângulo retângulo, e a altura (i), a 
aresta lateral (1) c о raio do círculo (№) 
circunscrito ao polígono da base (fig. 70) 
formam um outro triângulo retângulo. 

Podemos escrever então as seguintes pf 
relações: Аз + а? 

p-plg 


3. Propriedades gerais das pirámides. Todo plano 
paralelo à base de uma pirámide que, náo passando pelo 
vértice, intercepte todas as arestas laterais dessa pirámide: 
1.º) divide us arestas laterais e a altura na mesma razão; 
2.) corta a pirámide segundo uma secção plana que é um 

polígono semelhante à base; 
3.9) os perímetros desses dois polígonos estão na mesma razão 
que as distâncias de seus planos ao vértice da pirámide; 
4.) as áreas desses dois polígonos estão entre si como os 
quadrados de suas distâncias во vértice da pirâmide. 

Demonstração: Seja VABCD uma pirâmide cuja secção 
plana determinada por um plano paralelo ao plano da base, 
seja MNPQ (fig. 71). 
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1º) Como OM é paralelo a AL, 
os triángulos AIV e MOV 
são semelhantes (Teorema li- 
near de Thales). Então pode- 
mos escrever: 


y 
AA o ЕЗ 
VA 
A) 
A 5 MO VM VO 
9 c 22) Os lados do polígono MNPQ 
riem são proporcionais aos lados 
do polígono A BCD, pois sen- 
do os lados de МУРО paralelos aos lados de ABCD, 
os triângulos VMN, VNP, VPQ são respectiva- 
mente semelhantes aos triângulos VAB, VBC, VOD 
e VAD (Teorema linear de Thales); como os ângulos 
do polígono MN PQ são respectivamente iguais aos lados 
de ABCD, então os dois polígonos considerados 
são semelhantes por terem ângulos iguais e lados res- 
pectivamente proporcionais. 
3.) Se ABCD e MNPQ são semelhantes, seus lados homólogos 
estão entre si como os seus perímetros 2P e 2p (Geo- 
metria Plana), 


Porém, como já vimos que os triângulos VAB e VMN 
são semelhantes temos: 


AB ЎА (2 
MN ҮМ 2p 


Comparando essas últimas igualdades eom as igualdades 
(I) da primeira propriedade, temos que: 
AB YA | 2P ҮІ 


MN VM 2» YO 


n 


45) Se ABCD e MNPQ são semelhantes, suas árcas S e в 
estão entre si como os quadrados de duas quaisquer 
de suas linhas homólogas (Geometria Plana). 


Então S AB 
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Comparando com as igualdades HI) da propriedade 
anterior, temos que 


4. Corolários. 


1. Duas secções planas paralelas de uma pirámide são polí- 
gonos semelhantes, cujos perímetros estáo entre si como 
as distáncias dos planos dessas secgóes ao vértice da 
pirámide e cujas áreas estão entre si como os quadrados 
dessas distâncias. 
2, As secções planas feitas paralelamente às bases de duas 
pirâmides de mesma altura, estão entro si como as 
Е bases. 
T 8. Duas pirámides de mesma altura e de bases equivalentes 
tém equivalentes as seções planas, paralelas às bases, 
stantes dos vértices respectivos, 


eq 


5. Área lateral da pirümide regular. É a área da 
sua superfície lateral. 

Seja uma pirámide regular cuja base é um polígono de 
п lados iguais a b e seja А o apótema dessa pirámide. 

Como a superfície lateral da pirámide regular é consti- 
tuída де n triángulos isósceles iguais, a área lateral (Sı) da 
pirámide será a soma das áreas dos m triángulos. 

Sendo a base de cada um desses triángulos igual a b e 
a altura igual a 4, temos que: 


bA nb 


Si=nX xA 


2 2 


e como ES é o semiperímetro p da base, temos 


Concluímos então que a área lateral da pirámide regular 
6 o semiperímetro da base pelo apótema da pirámide. 


6. Área total da pirámide regular. É a área da 
superfície total da pirámide. 
Ou, 5=5г+8› 
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Mas, a área da base S, é a área de um polígono regular, 
Então S,-p.a sendo a o apótema da base, 


6,=рА+ра=р(А+0) 
E dizemos que а área total de uma pirámide regular 6 


igual no produto do semiperímetro da base pela soma do 
apótema (4) da pirâmide com o apótema (a) dessa base. 


VOLUMES 


7. Teorema. 


Dois tetraedros de mesma altura e bases equivalentes 
são equivalentes. 


Sejam dois tetraedros VABC e V'A'D'C' de mesma 
altura À e de bases ABC е A'B'C" equivalentes e pertencentes 
a um mesmo plano a (fig. 72). 

(Demonstraremos por redugáo ao absurdo). 

Se os dois tetraedros náo fussem equivalentes, poderíamos, 
supondo Vaso > Varo representar a diferença de seus volu- 
mes por V = Sano X 


E 
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Isto é, pelo volume de um prisma triangular de base 
ABC e altura №. 

Dividamos a altura h dos tetraedros em partes p menores 
do que M e determinemos suas secções planas, por planos 
paralelos во plano a, traçados pelos pontos de divis&o de h. 

Sobre a base ABC do VABC e sobre suas secções planas 
construamos prismas, os quais possuem uma parte exterior 
ao tetraedro e sua soma é maior do que o tetraedro VABC. 

E, sobre a base A'B'C' de V'A'B'C" e sôbre suas secções 
planas construamos prismas inscritos cuja soma é menor do 
que o tetraedro VA'B'C' 

Sejam Vi, Va, Va, Va e Vs os volumes dos prismas cons- 
truídos em VARC e Vi, Vs, Vá e Vé os volumes dos prismas 
construídos em V'A'B'C'. 

Mas os prismas tém,dois a dois, mesma altura p (cons- 
trução) e bases equivalentes, logo são equivalentes. 

Isto 6 Voc Và, Vae Vi, Vae Vi e Vac Vi 

E evidente que a diferença entre a soma dos prismas de 
VABC e os de V'A'B'C' 6 o prisma ABCDEF de volume 
Vi=SancXp 
Podemos escrever: ХР, < VA'B'C' < УАВС < ХР, 

.*. IP,- ХР, > VABO - V'A'B'C' ou Vi > V 
.". Sano X p» Sa ХМ. р> М 


о que é absurdo pois, por construção, р < №. 


9. Teorema. 


Todo prisma triangular 6 equivalento a trés pirámides 
(tetraedros) equivalentes, 


Seja um prisma triangular ABCDEF (fig. 73). 

Tragando os planos AEC e AEF ficam formadas trós 
pirámides EA BC, EADF e ВАСЕ. 

Os dois últimos tetraedros são equivalentes (n.º 7) pois 
têm ns bases 4FD e ACF iguais (triângulos determinados 
no paralelogramo АСЕР” pela sua diagonal АР) e a mesma 
altura (distância do vértice Ё ao plano das duas bases). 
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Mas o tetraedro EADF 6 equi- 
valente ao tetraedro EA BC, pois, to- 
mando o ponto Á como vértice de 
EADF, vemos que esses dois tetrae- 
dros têm para bases a base do pris- 
ma e para altura a altura do prisma, 
e portanto, são equivalentes (n.º 7). 

Concluímos então que o prisma 
triangular ABCDEF é equivalente 
a três pirâmides equivalentes. 


9. Corolários. 


1. Uma pirâmide triangular 6 
equivalente à terça parte de um prisma de mesma altura 
e de base equivalente. 


2. Uma pirâmide de base qualquer é equivalente à terça 


parte de um prisma triangular de mesma altura e de 
base equivalente, 


FIG. 73 


3. É sempre possível construir um prisma equivalente a um 
poliedro dado. (Basta decompor o poliedro em pirá- 
mides cujas bases sejam as faces do poliedro e cujo 
vértice comum seja um ponto interior ao poliedro). 


4. Um prisma triangular 6 equivalente ao triplo de um te- 
traedro cuja base e uma altura são as mesmas do prisma. 


10. Volume da pirâmide triangular. Seja um prisma 
triangular de altura h e área da base S, (fig. 73). Seu volume 
será Vie SX 


Como esse prisma 6 equivalente no triplo de uma pirá- 
mide triangular de base e altura respectivamente igusis, entáo 
o volume da pirámide será 


11. Volume de uma pirámide de base qualquer. 
Seja uma pirámide de altura h е cuja base seja um polígono 
qualquer de área Sp. 

Como podemos decompor essa pirâmide em n — 2 pirâmi- 
des triangulares cujo vértice comum é o vértice da pirâmide 


il 
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primitiva, todas com a mesma altura h e tendo para áreas de 
suas bases 51, S2, . - - 5-2, então o volume V da pirámide será: 


Sah , Ssh Bex _(S1+82+ E Saah 
3-473 i 
Porém $i--S24-.....-FS.-2 7 So, logo: 
SaXh 

3 


V= 


v= 


E dizemos que o volume de uma pirâmide é a terça parle 
do produto da área da base pela sua altura. 


TRONCO DE PRISMA 


12. Definição. Chama-se tronco de prisma а um qual- 
quer dos dois poliedros determinados em um prisma por uma 
secção plana n&o paralela às buses. 

O tronco de prisma é pois a porção de prisma compreen- 
dida entre uma de suas bases e uma secgáo plana não paralela 
às bases. 


13. Teorema. 


Um tronco de prisma triangular é equivalente à soma 
de três pirâmides, cuja base comum 6 uma das bases 
do tronco e cujos vértices são os vértices da outra 
base. 


Seja um tronco de prisma triangular 
ABCDEF (fig. 74). 

Cortando o tronco segundo os planos 
EAC e DEC dividimos o tronco em três pi- 
rámides EABC, EACD e ECDF. 

A primeira, 6 fácil de ver, tem para base 
в base ABC do tronco e o seu vértice E per- 
tence a outra base DEF. 

A segunda, EACD, é equivalente à 
pirámide BACD, porque tem a mesma base 
ACD e a mesma altura, pois B e E estão 
na mesma reta paralela a ACD. 


408. Tronco da pirámide 


Mas, BACD pode ser considerada como tendo a base 
ABC, que é uma base do tronco, e o vértice D na outra base. 

À terceira pirámide, ECDF, € equivalente à pirámide 
BCDF, pois têm mesma base CDF e mesma altura; mas 
BCDF, considerada como pirámide de base BCF e vértice D, 
é equivalente à pirâmide ABCF de mesma base BCF e alturas 
iguais, pois 4 e D estão na mesma reta paralela a ВСЁ. Logo, 
a terceira pirâmide ECDF é equivalente à pirámide FABC 
cuja base ABC 6 a base do tronco e cujo vértice F está na 
outra base DEF, 

E fica assim demonstrado esse teorema. 


14. Volume do tronco de prisma triangular, 


19) O volume (V) de um tronco de prisma triangular é igual 
ao produto da área (5,) de uma das bases pela média 
aritmótica das distáncias desta base aos vértices da 
outra base. 

Como o tronco é equivalente a três pirámides, seu volume 
1 é a soma dos volumes das pirámides. 
sto 6: 


Suh Soda | Soda 
VA FO SX 
2.) Se o prisma triangular 6 reto, as distáncias dos vértices 
de uma base à outra são, respectivamente, as arestas 

laterais a, b e c do tronco;então: 

ys, xtti te 

E dizemos que o volume do tronco de prisma reto é o 
produto da área de uma das bases pela média aritmé- 
tica das arestas que sáo perpendiculares a essa base. 


3.) Podemos também ealeular o volume de um tronco de 
prisma triangular qualquer multiplicando a área de 
sua secção reta pela média aritmética de suas arestas. 

Consideremos um tronco de prisma triangular de arestas 
laterais a, b e c. 
Tragando uma secção reta desse tronco, de área S, suas 
arestas laterais ficam divididas em partes m, n, P, q, 7 
e s tais que: 
т+п=а ptq=b e rts=e 


di+ do-k ds 
3 
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Como ficam formados dois troncos de prisma reto, cujos 
volumes são respectivamente: 


т+р+т ntats 
3 


Vı=SX 3 


e Va=8X 


Entüo o volume do tronco considerado será: 
ү=ү+ү;=58х + (pia) + (r+a) 


عل × و۔ ر .2 


15. Volume de um tronco de prisma qualquer. É 
calculado decompondo o tronco em troncos de prismas trian- 
gulares e, a seguir, calculando seus volumes de acôrdo com о 
(n.º 14, 3.9). 


TRONCO DE PIRÁMIDE 


16. Definigdes. Se tragarmos um plano que, náo pas- 
sando pelo vértice de uma pirámide, corte todas suas arestas 
laterais, esse plano determinará uma secção plana da pirá- 
mide que a divide em dois poliedros: uma nova pirámido e 
um poliedro chamado tronco de pirámide (fig. 75). 

Podemos então dizer que tronco de pirâmide 6 n porção 
de pirâmide limitada por sua base e por uma do suas secções 
planas. 

A base MNPQ da pirâmide е a sua 
secção plana RSTU são as bases do tronco 
de pirâmide. As outras faces são as faces 
laterais. 

Estudaremos apenas os troncos de pi- 
râmides de bases paralelas, isto é, aqueles 
em que a secção plana é paralela à base 
da pirâmide. Sua altura é a distância 
entre as bases. 

Suas bases são polígonos semelhan- 
tes n? 3, 2). 

Um tronco de pirámide de bases pa- 
ralelas diz-se regular quando suas bases 


` são polígonos regulares, o que só acontece quando ele é obtido 
de uma pirámide regular. 

As faces laterais de um tronco de pirámide regular süo 
trapézios isósceles iguais cujas bases são os lados homólogos 
das bases do tronco, 

A altura de uma face lateral qualquer de um tronco de 
pirâmide regular chama-se apótema desse tronco. 


17. Área lateral de um tronco de pirámide regular. 
Seja um tronco de pirâmide regular cujas bases são polígonos 
de n lados, Seja L um lado da base maior, | um lado da menor 
e А о apótema do tronco. 


"Uma face lateral do tronco tem área: 


Беа (ren do trapézio) 


Como o tronco tem n faces laterais iguais, sua Área la- 
teral (5) será a soma das áreas de suas faces. 


Isto é: Si=nX LEL xa (Ma 


2 


Como E e E são os semiperímetros p e pi, res- 


pectivamente, das bases, então 


Portanto a área lateral do tronco de pirámide regular 
6 o produto de seu apótema pela soma dos semiperímetros 
de suas bases. 


18. Area total de um tronco de pirâmide regular. 
Temos, chamando de S, a área total, de a е аз, os apótemas 
da base maior e menor, respectivamente. “Temos: 


S, SHE Sa +S, = (pF pi)A +ра+ pia 


с. | S» (Ata) p (AvTu) 
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19. Volume do tronco de 
imide. Scja uma pirámide 
NPQ de área da base igual a 
- Be de altura igual a И (fig. 70). 
Tracemos a uma distáncia A 
` da base uma secção plans URST 
- cuja área 6 Bı 
O volume V do tronco 
MNPORSTU será igual a dife- 
renga entre os volumes Vi e Vs 
das pirámides OMNPQ e a 
ORSTU respectivamente. 


|. Temos que: 


(0 


y BBB, (B-B) HB 
i^. 5 


3 
Porém, de acordo com o (n.º 3, 4.4) podemos escrever: 
Ep O 
Br -hF 
Fazendo B=x* e Ву =у?, temos: 
z H? Чеч H 
TM y HEA 


Por uma propriedade das proporções, vem: 


ey HN, aE 
= H ке Н 


Substituindo em (1) В, Bı е H por seus valores, obtemos: 


ha 
(9-4) × zt 
3 


afeta Ey? | Moy) 
БА c 4 29 


с. Yel @+и+ей 
y= Fy = VBB: 


vol (Bee BES 


20. Corolário. Da observação da expressão obtida 


h 
v-J A 


podemos concluir que, um "tronco de pirámide de bases para- 
Jelas é equivalente à soma de trés pirámides, de mesma altura 
que o tronco, e de bases respectivamente iguais às buses do 
tronco e a média geométrica destas”. 


21. Exercícios resolvidos. 


1) Calcular a rex lateral do uma pirámide. gado regular cujo 
apótemn é 8m sabendo que o apótema da base é Om. 


Temos: А = 8m e a = 6m 
бутр.А 
Sendo а base um quadrado de Gm de apótema seu lado será ; 
1-2X6melm .. S= 24X8 = 192m3 


2) Calcular n área total de uma pirâmide triangular regular de apótema 
do 12m sabendo que o raio da circunferência circunscrita à base 


513 
Em 


Temos: А = 12m е mmea Sim Si + Sa pA +Sa 


Sendo a base um triángulo equilátero sou lado la = А V8 = Gm 
. 2 =3X5=1l5im e ъ= За 


CELER M 


E 15x 12 = 90m? a 
сово Xibe€n e Som 
8, = 90 + 10,82 = 100,82m? 


8) Calcular o volume de uma pirâmide hoxagonal regular cuja aresta 
lateral 6 10m о o raio da circunferência circunscrita à base é бш. 
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“Temos: L= 10m R = 6m y. 
mae, Ва s. hm 


зв ҮЗ t4 NS X8 
ps т 3 


=54 Vm? Va = 144 Fm? 


С у A base de uma pirâmido tem 225m%, A & de uma aresta, a par- 
tir do vértipa conta-se a pitmida por um plano paralelo A bue 
Calcular a área da secção plana determinada. 
(1, T. А, ~ 1950), 
Tomos: Sy 7225? e веја S a área da secolo e | uma aresta lateral. 


ns. 
LH 08=4% e S= 100m 


" n 5) Um tronco de prisma triangular tem para área da baso 10m2, Os vér- 
y tices da face oposta distam, respectivamente, 5m, 4m e 3m do plano 
da base. Qual o seu volume 


Tes: Ves RM „ох EE „ ыз 


7) Em um troncs de pirâmido quadrangular regular, lateral 
m, о apótema tem 7m ө beso calor tem сы pertinet фо 
0 seu volume e a sua área lateral? 


Tomos: VY = A(R +B, + VEA) e Si=(ptp)A 


Uma faco lateral da pirkmido 6 um trapézio inósceles (fig. 77), ond 
deos lera Mol, dc e o pileta e ema cdm din 


E gr 


x o 


v! 
o 

a 

©! 


FIG. 77 FIG. 78 


zd m" 

No triângulo retângulo OPQ, OP = 5® o, (E „=й 
.*. 400 - 40n +n? = 4(81— 49) ou n?-40n + 272 = 0 

Resolvendo esta equação temos ва raizes п = 20 £8 V2 


Pirámide 


Como o lado da base menor n&o pode ser malor do que z entáo 
n=20-8 12 

Logo 8 = (2: + 2n) А = 401,63m2 

Caloulemos пога в altura В: 

"Тасетов um plano que passe por duns arestas laterais opostas; temos: 
um trapézio CDEF (fig. 78), ET=h, DE =l, Се ЕР são os diñ- 
metros 2R e 2r das circunferências circunscritas As bases. 


тр 28-2. o 


2 


Se z-R Ха-а, ne BN 1047 


So пет YF 20-87; r DAR 1019-8 


TD 10 32-10 12 +8 = 8m 
Então A = 12-р? =81-64=17 . . h= Уа 
Mas, В = (20)? = 40m? о В, = (20-8 V2)? = 205,75 
E о volume V será, aproximadamente, 1223m* 


22. Exercícios para resolver. 

1) A área da base de ums pirámide. quadrangular regular é igual a б4т?. 
d A altura da pirámide é igual a uma. das diagonais da base. Calcule 
a área lateral do sólido. PES 


2) Qual a área lateral do uma pirâmide triangular regular, cujo apátema. 
& o dobro da aresta da base, cujo porímetro da circunferência cir- 
cuncerita 6 48r metros? 

3) Qual а aresta lateral de ums pirámide quadrangular regular cuja 
altura € Sm e o perímetro da buse é 24 V2 metros? 

4) Uma pirámide de base quadrada tem de volume 360dm*. Pede-se 
à altura, sabendo que é igual a 5/4 da diagonal da base. 

(B. Риз. Engenbaria — 105%). 

5) Qual a área total de um tetraedro regular de aresta igual а а? 

6) Qual o valor da arests do um tetraedro regular cuja área lateral é 
3 Y3m?? х 

7) Qual в área total de uma pirámide quadrangular regular cuja altura 
6 4m e a área da base é 36m?? 

8) Qual a área lateral de uma pirámide hexagonal regular cuja aresta 
da base é 0,6m e a aresta lateral é 4ш? Ж 

ir mide 192m?. A secção plana paralel ase 

2 prs бешта psi a 75m? de área. Qual a altura da pirá- 
mide? 

10) Qual o volume de uma pirámide hexagonal regular cuja altura é 

5 Yêm e o perímetro da base 6 24m? 


A aresta lateral de uma pirámide quadrangular lar 6 10m 
ШЕОЛ sad age rn di ой boc: 


12) O apótema de uma pirâmide quadrangular regular é бш e o apótema 
Шыг 4 dun. Calcular o volume. 0 


. 13) A base de uma pirâmido regular 6 um hexágono regular de Im de 


lado; qual deve ser o comprimento de suas arestas laterais para 
que seu volume seja Im? iB dicas иб 

14) Em uma pirámide triangular regular ә apótema é Y 73m e o apótoma 
de bas 63m. Qual O voluma? ар ек 

15) A base de uma pirâmide quadrangular regular tem 24m de perímetro, 
Ua ero placa da риш, рагына А Бим, o tate ӨҢ 
2m, tem uma área de lóm?, Qual o volume da pirâmide? 

10) A área da base de uma pirámido quadrangular regular é 6m”, A aresta 
lateral da pirámide é igual à diagonal da base. Achar o volume, 

17) Qual o volume de um tetraedro regular cuja área da base 6 6 ҮЗ m? 


18) Calcule a altura do tetraedro regular de volume igual a ҮЗ спа, 
(Engenharia - 1066 - ОВ). 


19) Calcular a área lateral de uma pirámide quadrangular regular, cujns 
arestus são tódas iguais, sabendo que O seu volume 6 2m". 

20) Achar o volume de um tronco de prisma triangular cuja área du base 
6 12m2, sabendo que os vértices du face oposta distsm do plano 
da baso de 4m, 5m e 6m respectivamente. 

21) Qual o volume de um tronco de prisma cuja secção reta é um trina 
gulo de 2m? de áros e cujas arestas laterais somam 21m? 

22) A seção reta de um tronco de prisma é um triângulo equilátero de 
Sem de lado e а soma dae arestas laterais 6 igual a 30cm. Caleule 
о volume do tronco. (ENE - 1081). 

23) Qual u área lateral de um tronco de pirámide quadrangular cujas 
áreas dus bases medem respectivamente 16m? е 30m? e cujo apó- 
tema é 5m? 

24) Calcular a área total de um tronco de pirámide triangular regular 
cujo apótema 6 8 УЗ т e cujus arestus das bases são respectiva- 
mente 2m e 4m. 

25) Qual o volume de um tronco de pirámide hexagonal regular de 5m de 
aresta lateral cujas áreas das bases medem respectivamente 54 ҮЗ, 
e 6 Y3 metros quadrados? 

26) A área e o volume de um octaedro regular são expressos por um mes- 
mo número. Calcule o valor da aresta do octaedro. 

z - 1066 - GB). 

27) Dois tetraedros semelhantes A e B, têm arestas homólogas iguala 
respectivamente a 2em o Sem. Se a área total do tetraedro A é 
de 40cm?, qual é a área total do tetraedro В? 

(E. P. C. Aeronáutica - Seleção, 2 Ano = 1950). 

28) Yia pirâmide e um prisma têm a mesma área de base, A altura 


prisma é a metade da altura da pirâmide. А que 6 igual a relação 
entre o volume da pirámide e do prisma? 
(E, P. C. Aeronáutica – 2.* Ano — 1950). 


Pirámide e Troncos 


As arestas das bases do um tronco de pirâmide hexagonal regulan 
4º беш de altura, medem Sem e dem. Calcular o volume do tronco. 
d p. ©. Aeronáutica — 28 Ano — 1950). 
30) Uma pirámide o um prisma têm a mesma área de beso, O primm dem 
"aU do altura e seu volume 6 o dobro do volume da pirámido. 


Qual é a altura da 


2) 


1 

(E. Р. C. Asronáutica -/L* Ano — 1081). 

81) Qual o volume de um tronco do pirámido cuja altura 6 2,40m е cujns 
bases têm áreas igusis a 7,20cm? e 50cm? ? 

(E. P. C. Aeronáutica — 2^ Ano — 1951). 


32) Calcular o volume do tetraedro V, A, B, C cujas arestas partindo 
do vértice V formam um triedro tri-retángulo e tem, cada uma 
delas, 10 metros de comprimento, Y, Fil EG. — 1965). 


33) Num tetraedro, duas arestas não concorrentes são perpendiculares, 
Чп o memo comprimento G, e são ambas perpendiculares so 
бейшен de comprimento b que une os seus pontos médios. 0 
volume do tetraedro 6: 

(COMCITEC - 73 - GB). 


de fi da t 

34) Qual a expressão do volume do tetraedro regular em. função da, Bresta 

35) Calcular а altura e o volume do tetraedro regular, cuja aresta 6 igual 
ao perímetro de um triângulo equilátero circunscrito a um círculo 
do 8m de raio. (E. N. Eagenharin ~ 1030). 


36) Um tetraedro regular tem. arestas iguais a 6cm. Dê a distância do 
centro da base As arestas laterais. (Engenharia — 1967 - GB) 


37) A que distância do тео se deve passar uma secção paralola à baso 
"uma pirâmide para dividí-la em duas partes equivalentes? 
(Escola Técnica do Exército — 1945). 
28) Sobre um prisma quadrangular regular de 3m de altura está assente 
re pirámido regular de 1,6m de altura, tendo por base a base do 
prisma. O volumo do sólido assim formado é de Am’. Pede-se а 
área lateral do sólido. (E. N. Arquitetura = 1947). 
39) É dado um cubo de Sem? de volume. Determinar o volume de um 
tetraedro regular cuja área total seja igual à árca total do cubo. 
un. Bolitócaicn U. Cat. — Rio ~ 1948). 
40) Uma pirâmide P de altura 10m é cortada por ша plano paralelo à 
base de modo que a pirámide destacada e o tronco de pirámide 
Petante tenham o mesmo volume. A distância do vértice de P 
(não contido na hase) ao plano secante é 


(COMCITEO - 72 - GB). 
41) Em uma pirámide triangular SABC, o ângulo triedro S é tri-retângulo. 
O triângulo 


ABC, da base, é equilátero de 22cm de lado, Caleular 
o volume da pi le. (Escola Militar — 1937). 


43) Dividindo-se uma pirámide de altura a com um plano paralelo ao 


da base, à distáncia x do vértice, obtém-se di 
Jaterais iguais. Calcular o valor de z. тее анараа 


Areas 


(Economia - UFRJ — 1971). 


44) Uma pirámide de base quadrada tem a altura igual no triplo do lada 


do quadrado da base. Calcular a soma das da. pirámide, 
Midas que o sew volume é de Ber, маан 
(Economia = Cândido Menden = 1971). 


pirámides regulares, uma. quadrangula апо 
Dad Pu volume, then as bases inscritas em pce 
Culeule à altura da pirámide triangular sabendo que n altura. da pirá- 
mide quadrangular é igual a 4 УЗ dm. 
(Ese. Eng. U. F. Est. Rio - 1003). 
"Uma pirámide quadrangular regular tem as arestas Interais iguais 


às da base. A área total da pirâmide é Eb 
de ы pl 


21) 14m 
22) 45 УЗ ет? 
23) 100m? 
24) 77 13m? 
25) 78 Y m* 
20) 3 V6. 
27) 90cm? 


2 

28) q 

29) 185 ҮЗ em? 
30) 10,8cm. 

31) 14,560cm* 


v = E Tim 
Ж 

2 N2 

844 V38 


36) (8 Y2 + 2)m* 


CAPÍTULO VI 


Cilindros 


1. Definições. Chama-se cilindro ao sólido limitado por 
uma superfície cilíndrica fochada e por dois planos paralelos 
que interceptem as geratrizes da superfície. | es 

A porção de superfície cilíndrica que limita o cilindro se 
chama superfície lateral do cilindro e as porções iguais de plano 
denominam-se bases. pO 

Os segmentos das goratrizes da superfície cilíndrica limi- 
tados pelas bases dizem-se geratrizes do cilindro, e são iguais 
e paralelos. 

Um cilindro diz-se reto ou oblíquo conforme as suas gera- 
trizes sejam ou não perpendiculares As bases, 

Chama-se altura de um cilindro a distância entre os planos 
das bases. Se o cilindro é reto, qualquer das geratrizes pode 
ser tomada como altura, | 

2. Cilindro de revolução. Se a superfície cilíndrica, 
que limita um cilindro, é de revolução, e os planos paralelos 
que a interceptam são perpendiculares 
às geratrizes, o cilindro diz-se de revo- 
lução. 

Então, as bases do cilindro são 
círculos e as geratrizes são perpendi- 
culares às bases, e portanto o cilindro 
de revolução é um cilindro reto de 
base circular, 

Podemos dizer também que o ci- 
lindro de revolução ou cilindro circular 
reto é o sólido gerado por um retângulo 
ABCD numa rotação completa em torno 
p F de um dos seus lados (fig. 79). 

O lado fixo BC é o eixo do cilindro; 

FIG. 79 o lado AD é a geratriz do cilindro 


e gera a superfície lateral e os lados AB е DC são os raios 
das bases do cilindro. 

De um modo mais simples, é o sólido limitado por dois 
círculos, chamados bases, e por uma superfície cilíndrica de 
revolução, chamada superfície lateral. 

As secções obtidas por planos que cortem as geratrizes 
paralelamente às bases são círculos iguais às bases. 

Se traçarmos um plano meridiano da superfície cilíndrica 
que limita o cilindro, a porção de plano meridiano limitado 
pelas bases do cilindro denomina-se secção meridiana do 
cilindro. Na figura 79 ADFE 6 a secção meridiana. 

A geratriz do cilindro de revolução 6 a altura desse ci- 
lindro. 

A secção meridiana de um cilindro divide-o em dois 
semicilindros, que são os sólidos cuja forma vemos em certas 
molduras com o nome de meia-cana. 

'Toda secção feita no cilindro por um plano paralelo ao 
plano meridiano é um retângulo cm que uma das dimensões 
é sempre a geratriz do cilindro. 

Daqui para diante usaremos a denominação de cilindro 
para representar um cilindro de revolução. 

Dois cilindros dizem-se semelhantes quando suas alturas 
estão entre si como os raios de suas bases. 

As áreas laterais, ou totais, estão entre si como os qua- 
drados dos raios e, os seus volumes, como os cubos de seus 
raios. 


3. O eilindro como limite de um prisma regular. 
Um prisma reto diz-se inscrito ou circunscrito a um cilindro 
quando suas bases são polígonos inscritos ou circunscritos às 
bases do cilindro. 

A altura de um prisma inserito ou circunscrito a um 
cilindro é a altura do cilindro. 

Se considerarmos um prisma regular convexo inscrito em 
um cilindro, vemos que, se o número de lados da base do 
prisma cresce indefinidamente, o seu número de faces laterais 
também cresce infinitamente. 

Se o número de lados da base cresce infinitamente, a 
base do prisma tende para a do cilindro e portanto a super- 
fício lateral do prisma tende para a do cilindro. 


Cilindros 


Podemos entáo considerar o cilindro como o limite de 
um prisma regular convexo, nele inscrito, cujo número de 
faces laterais aumenta indefinidamente, 

Assim podemos estender as propriedades do prisma ao 

Filtro. 

4. Área lateral do cilindro (S). É dadà pelo produto 
dos números que medem a sua altura e a circunferência de 
sua base. Ou, mais simplesmente, o produto do perímetro 
da base pela altura. 

De fato, a área lateral de um prisma reto é igual ao pro- 
duto do perímetro da base pela altura, a área lateral do cilin- 
dro é o perímetro de sua base (comprimento da circunferência) 
multiplicado por sua altura. 

Logo, um cilindro de altura h e raio da base R terá para 
área lateral: 


5. Desenvolvimento da superfície lateral do cilin- 
dro. Desenvolvendo a superfície lateral de um cilindro, con- 
forme vemos na figura 80, obtemos um retângulo 4BDC 
cuja área 6 2x Fog. 


FIG, 80 


Como a geratriz do cilindro é igual à sua altura, vemos 
que a área lateral do cilindro é, como acabamos de ver, 
8,=2*Rh. 

6. Área total do cilindro (S). Como a área total de 
um prisma 6 S, Si--28, então a área total do cilindro será: 


8,=21Rh4-21R? 
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T. Volume do cilindro (V). O volume do prisma é 
V8, X h, então o volume do cilindro será: 


LL 


8. Cilindro equilátero. É o cilindro cuja secção meri- 


. diana é um quadrado (fig. 81). 


Logo, num cilindro equilátero a altura h é igual ao di&- 
metro da base 2R, pois os lados do quadrado ABCD são iguais. 

Tendo em vista que em um cilindro equilátero y=h=2R, 
оше escrover as expressões de sua área lateral, área total 
e volume. 


Sı=4rR? Sy=OrR2 V=2rR 


‚ 9. Semicilindro de revolução. Como já vimos,o semi- 
cilindro de revolução é um dos dois sólidos determinados em 
um cilindro por um plano meridiano. 


FIG. 81 FIG. 82 


Então, um semicilindro de revolução é limitado por duas 
bases, semicírculos iguais e, lateralmente, por um retângulo 
e uma porção de superfície cilíndrica, que é a metade da 
superfície lateral do cilindro do qual foi obtido. 


Temos: 


2r Rh 
2 


Si- Sane + = 2Rh + zRh = Rh(x +2) 


Tronco de cilindro 


zR? 


S=St2x—s 
= rR(h+R) + 2hR. 


=2 Rh--xRh кї? = 


" 
v=} (Volume cilindro) = кА ^ 


10. Tronco de cilindro de revolução. Se cortarmos 
um cilindro de revolução por um plano não paralelo às bases 
e que corte suas geratrizes, obtemos dois sólidos, cada um 
dos quais se denomina tronco de cilindro de revolução. 

E podemos dizer que um tronco de cilindro de revolução é 
a porção de cilindro limitada por uma de suas bases e por 
uma secção determinada por um plano, não paralelo às bases 
do cilindro e que corte todas suas geratrizes. 

A base do cilindro e a secção chamam-se bases do tronco 
e a porção do eixo do cilindro, compreendido entre as bases 
do tronco, chama-se eixo deste. 
Uma das bases do tronco é um círculo e a outra uma elipse, 


11. Teorema. 


Um tronco de cilindro de revolução e sua superficie 
lateral são equivalentes, respectivamente, no cilindro 
de revolução, cujas buses são iguais à baso circular do 
tronco e caja altura é o eixo do tronco, e а sua super- 
ficie lateral. 


Seja um tronco de cilindro de 
revolução ABCD, cuja base circular é 
a base do cilindro de revolução ABEF 
e cujo eixo GH é a altura desse cilin- 
dro (fig. 83). 

E seja IJ a interseção das bases 
não comuns 80 tronco e ao cilindro. 

Façamos girar o sólido IJFD, 
porgáo de tronco náo pertencente ao 
cilindro, em torno de /J, até que o 
semicírculo JFI coincida com o semicír- 
culo ЈЕЈ. Então, os triângulos retán- 
gulos iguais GFD e GEC coincidiráo, 
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os diedros opostos pela aresta ZJ, que são iguais, também 
coincidiráo e, portanto, o sólido IJFD coincidirá com o 
sólido IJCE, porção de cilindro não pertencente ao tronco. 
“Logo o tronco de cilindro ABCD e o cilindro ABEF são 
equivalentes, assim como suas superfícies laterais. 


12. Área lateral de um tronco de cilindro de revo- 
lução (S). Pelo teorema anterior e, ainda de acordo com 
o n.º 4 temos: 


Isto 6, a área do tronco de cilindro de revolução é igual 
ao produto de seu eixo (e) pelo perímetro de sua fm poer 

O eixo e é a média aritmética de duas geratrizes opostas, 
(máxima e mínima) q e g’, о que pode ser verificado na figura 
83, onde o eixo GH é a base média do trapézio retângulo 
ABCD, secção meridiana do tronco, cujas bases são duas 
geratrizes opostas do tronco de cilindro de revolução. 


Então 


R (+0) 


13. Volume do tronco de cilindro de revolução. 
Segundo o teorema anterior o volume do tronco será dado 


por 
У =т Re 


Isto é, o volume do tronco de cilindro de revolução é o 
produto do seu eixo pela área de sua base circular, 


14. Exercícios resolvidos. 
1) Calcular a área lateral de um cilindro cuja base tom rfi 
62,8m e cuja altura é a metade da raio de baso ES 


628 
Temos: 2rR = 6 5. В = 223. 
os 2rR = 628m s. R= = 10m 


һе E rim о S, = 62,8 X 5 = 314m? 


Cilindros 


à total de um cilindro cujo perímetro da secção meridiana 
das e cuja altura excede o Talo da base de 2m? 

Como a secção meridiana 6 um retângulo (fig. 81) de dimensões 2R e À 

emos: AD) = 64 on 2h = 32 

Mas, heR42 .. 2R+4R42=32 ^. R= 10m e h= 12m 

Logo 8, = 2rX10(12+10) = 440r ou S, = 1381,00 

8) Qual o volume do cilindro cuja base está circunscrita a um triângulo 

equilátero do 2 Y3m do lado o cuja altura 6 a altura do trián- 

gulo equilátero inscrito em sua base? 


Tomos: В V3 = 213 ,. R=2 o һ- 2-3 
s. V = xX4X3 = 127 ou У = 87,680m* 


4) Calcular a área lateral de шп somicilindro cuja área da baso 6 6,28m? 
e cuja altura é 5m (w = 3,14). 


Temos: 
rR? А » — 1256 1 N, 
т^ 6,28 '. rR? = 12,56 .'. R ES 40R=2m 


Então Sı = 10 (r+2) = 51,40m* 1 
5) Achar n área lateral, в área total o o volume de um cilindro equilátero 
. Eo 2m do altura. 

Бу = rh? = 4r = 12,50m? 

1884m у= pio - i == 837m" 


Sim р m= or 
6) Achar в área lateral de um tronco de cilindro de revolução, cujo raio 
do sun baso circular é 2 metros, e om que duns geratrizes opostas 
medem, respectivamente, 6m e 4m. 


Temos: Sy = xA) = = X 2 (044) = 20m* 


T) A baso ciroular de um tronco de cilindro de revolução está inscrita 
em um quadrado de 20m de ledo. Qual o seu volume ве sua área 
lateral é 628m3? (re 3,14) 


R € o npótema do quadrado, logo Е = 2- 10m 


628 
Como Sym 2rRe = 828, em ggg m 10m 


Logo V = 3,14 X 100 X 10 = 3140m* 


15. Exercícios para resolver. 
1) Calcular n Área lateral de um cilindro cuja base está circunscrita а 
um hexágono regular de 60m de perímetro e cuja altura é igual 
љо raio da base. 
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2) Calcular a área total de um cilindro cuja área da base é 4,5216m* 
e cuja altura € o triplo do ralo da base. 

3) Qual o volume de um cilindro cuja base está Inscrita em um qua- 
Огайо de 48m de perímetro e cujo raio da base é o triplo da altura? 

4) A área da secção meridiana do um eilindro equilátero é 100m?, Achar 
a área lateral do cilindro. 

5) Um cilindro está inserito em um cubo cuja diagonal mede 20cm. 
Calcule a área lateral do cilindro, 

(E. Flum, Engenharia — 1959). 


6) Qual a área total de um cilindro equilátero cuja secção meridiana 

tom 200m? de área? 

T) Um tambor de gasolina de forma cilíndrica tem 0,40m? para área 
interna da base. Qual devo ser sua altura (em centímetros) para 

que sua capacidade seja 500 litros? 

(Е. P. C. Aeronáutica — 14 Ano - 1051). 

8) Qual o volume de um cilindro equilátero do 20m de altura? 

9) Qual a área lateral o o volume de um cilindro equilátoro cuja socglio 
meridiana tem 400m? de área? 

10) A área lateral de um cilindro é 5r metros quadrados e o seu volume 
6 10x metros cúbicos. Qual o diâmetro da base? 

1) O volume de um cilindro equiátro 6 igual a S4rm?, Qual o seu raio 


aset 
12) Achar a altura do cilindro equilátero de 16m* de volume. 
13) О volume de um cilindro equllátero 6 igual a i VĒ metros cáblcos « 


Achar eua área total. 

14) Calcular o volume de um cilindro de revolução de ralo igual a 5dm, 
subendo-so que esse cilindro cortado por um plano paralelo ao eixo 

ө a uma distância de Зат desse eixo, apresenta uma secção retan- 

gular equivalente à base. (F. N. Arquitetura = 1940). 

15) Quantos metros quadrados possue a área lateral do um cilindro сија 

altura mede 10m e cuja área total n excedo do 50x metros quadrados? 

16) Qual a dra total do semicilindro de 3m de altura o 2m de ralo da 

ase 


17) Qual o volumo da “meia cana” de 5m de raio e 4m de comprimento ? 

18) Calcular o volume de um cilindro equilátero cuja área lateral 6 18,84m?. 

19) Um cilindro de raio da baso igual a 10m foi cortado por um plano 
paralelo ao seu cixo e distante dele de бш. Sabendo que a secção 
determinada. por esto plano tem S0m? de área, calcular a altura 
lo cilindro. 


20) A altura de um cilindro é 20m. Calcular o raio de sua base, sabendo-se 
que aumentando-se de 5m esse raio, a área lateral do novo cilindro 
é igual à área total do primeiro, 

21) Umcilindro tem бт do altura e 3m de raio da baso. Qual a altura 
de um outro cilindro que tem o mesmo raio da base do primeiro, 
mas, cuja área total é o dobro da área lateral do primeiro? 

22) Qual o raio da base de um cilindro de 4m de altura se sua área total 
6 o triplo da área total de um outro cilindro cuja raio da base é 
4m o cuja altura é igual no raio da base do primeiro cilindro? 


Cilindro e tronco de cilindro 


29) Qual a áron lateral do um tronco de cilindro de revolução cuja área 
qa base rolar é ш? © tem sou eixo igual ao dibmetr desta 

baso! 

24) Um tronco de cilindro de revolução tem para secção meridiana um 
trapézio retângulo de bases 6m e 4m e de altura É metros. Achar 

sus área lateral, E 

25) Achar o volume de um tronco de cilindro de revolução cuja secção, 
determinada por um plano quo passe pelo seu eixo, é um trapézio 


cujas bases são 6m e 4m e a altura 6 —— metros. 


26) Um tronco de cilindro de revolução tem 2 204,280 metros cúbicos 
de volume e duas de suas itrizes opostas medem respectivamente 
100m e 56m. Achar o raio da base circular, 


27) Cada um dos raios, das bases de dois cilindros, é, respectivamente, 
a altura do outro, Sabendo que a razão entre o raios dos dois 
dinde é k, estabelecer в razão entro as áreas totais desses dois 
cilindros. 


28) A área lateral de um cilindro excede de 3em? a (ren de sua seção 

meridiana, Calcule a área lateral, (E. P, U,C. - Bio - 1001), 

29) Estabelecer a expressão da altura do cilindro em função de sua área 
latera] e de sus área da base. 

30) Estabelecer n expressão do raio da base de um cilindro em função do 
seu volume e di área lateral. 

31) Estabelecer a dao do rato da base circular de um tronco de 
cilindro de revolução em função de sus área lateral e de seu volume. 

82) ы a ra entre a área total e a área lateral de um cilindro equi- 
látero 

33) Um cilindro tem altura igual a 2m. Calcular seu volume se a super- 
ficie de uma de suas bases é equivalente À sun superfície lateral. 

84) Um cilindro e um prisma quadrangular regular têm a mesma altura 


в são equivalentes, Sabendo que a área lateral do prisma 6 -2-m?, 
бешт a área lateral do cilindro. " 


35) Um cilindro e um prisma triangular regular têm в mesma altura e 
mesma área lateral. Calcular o volume do cilindro sabendo que 
o volume do prisma é «ҮЗ metros cúbicos. 

36) Um cilindro circular reto tem a sua superfície total equivalente à 
superfície lateral de um prisma oblíquo cuja secção reta é um 


Sabe-se que o perímetro da secção meridiana do cilindro é 14m. 
Pede-se: a) o raio da base e a altura do cilindro; b) a área de um 
cilindro semelhante cuja razão de semelhança é 3. 

(Escola Naval — 1950). 


pentágono regular de lado Gm o aresta lateral igual a $ r metros, 
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altura e 


metros. 
38) Calcular o 


1) 628m2 
2) 36,172 8m? 
8) 226,080m* 
4) 314m? 
400 т 
3 
6) 942m? 
Т) 125em 
8) 6280m* 


em? 


V=6 280m 


87) Um cilindro o uma 
o raio do círculo inscrito na base da pirámido 6 igual a À V Bg. 
da altura, sabendo que esta € igual ao dobro da altura de um tridn- 


gulo retângulo que divide a hipotenusa em segmentos iguais a 9 o 16. 


Respostas: 


9) S¡=1256m2 e 


la quadrangular regular têm a mesma 
leulur o raio da base do cilindro, se 


são equivalentes. 


volume de um cilindro cujo raio de base é igual a um sexto 


(Fac. Nao. Ciências Econômicas ~ Rio ~ 1908). 


м) 770281m* 5 
15) 314m? mt 
16) 43,10m2 
17) 157m? QA se x 
18) 471 Y6m* 
mra 3) R = x 
20) 10m 82) 5 
21) 7m 2 
22) 12m 33) 100,480m* 

a 23) 1250m* 34) Im? 
24) 2002 35) Oma 
25) 5ш? 36) R-2m heim 
20) $m 8= 180rmê 
27) k 37) 1m 
28) 4,40cm* 38) 9847 


CAPÍTULO VII 


Cones 


1. Definições. Chama-se cono во sólido limitado por 
uma folha de uma superfície cônica fechada e por um plano 
que, não passando pelo vértice dessa superficie, intercepte 


suas goratrizes. 
A porção de superfície cónica que limita o cone denomina- 
ве superfície lateral do cone e a porção de plano que o limita 


diz-se base do cone. 

O vértice da superfície cônica 6 o vértice do cone, ов seg- 
mentos das geratrizes dessa superfície limitados pelo vértico 
e pela base são as geratrizes do cone. 

Chama-se altura do cone a distância do vértice ao plano 
da base. 

O cone diz-se circular, elílico, etc., conforme а sua super- 
fície lateral seja uma porção de superfície cônica circular, 
elítica, etc. 

Um cone cuja base possui centro diz-se reto, quando a 
altura une o vértice do cone во centro da base; diz-se oblíquo, 


em caso contrário. 


2. Cone de revolução. É o cone limitado por uma 
superfície cónica de revolugáo e por um plano perpendicular 
во eixo da superfície. 

O cone de revolução é um cone circular reto, pois sua base 
6 um círculo cujo centro pertence ao eixo e portanto é 0 pé 
da altura do cone. 

As gerntrizes do cone de revolução são iguais, como 
oblíquas que se afastam igualmente do pé da perpendicular. 

Observemos que o cone de revolução pode ser definido 
como o sólido gerado pela rotação completa de um triângulo 
retângulo em torno de um dos seus catetos (fig. 84). 
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, Existe pois a seguinte rel: 
unindo os elementos de um sao ^ 


revolução: 
2+R2 


Chama-se idii 
СОА 1 
Es d ção com um plano meri- FIG. 64 
Bara figura 80 o triángulo isósceles BPA é a secção meri- 
par so ao cu de. mdi." denominação de cone 
ão eo e ANA 
фай de sous raios, & os seus volumes, somo ce cubos di. 


3. O cone como limite de um 
Uma [жер таа: diz-se inscrita Eta pp 
cone quando seu vértice coineide com o vérti 
sua has e está inscrita ou circunscrita à base da i pet a 
E. A fus 86 nos mostra uma pirámide regular inscrita e 
igi uma pirámide regular circunscrita a um cone. 


Cone 


É fácil de observar que o cone е à pirámide inscrita ou 
circunscrita têm a mesma altura e que as arestas laterais da 
pirâmide regular inscrita são geratrizes do cone. 

So considerarmos uma pirâmide regular inserita em ша 
cone (fig. 80), vemos que, se 0 número de 
pirâmide cresce indefinidamente, 
terais também cresce indefinidamei 


perfície lateral do cone. 
como o limite de uma 
cujo número de faces 


fície lateral da pirâmide com a su 
Podemos, então, considerar o cone 
pirâmide regular convexa, nele inscrita, 
laterais aumenta indefinidamente. 

E, assim, estendemos ao cone ав Pro) 


mides regulares convexas. 
4. Área lateral do cone. 


De acordo com o n.º 3, e como a 
pirâmide regular 6: S=p.A, então área 
raio R e goratriz q será: 


Semiperímetro da base pela geratriz. 

5. Desenvolvimento da superfície lateral do сопе, о 
desenvolvimento da superfície lateral do cone é um setor 
circular cujo arco tem um comprimento igual no da eircunfe- 


rência da base do cone (fig. 87). 


priedades das pirá- 


área lateral de uma 
lateral do cone de 
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O arco BD tem um compri : 
primento igual a 2 т R. 

de » o nümero de graus desse setor circular, ph „ОА 

metria Elementar: , temos, da Geo- 


mon " 3007 R 
1e 2®Ё.'-п= TT a 800 R 


6. Área total do conc. 
Sı=8ı+Sa=rRg+rR? ou 


7. Volume do cone. Como já vi 

1 . Como já vimos 

O somo dm a regular de abere ludit 
de faces laterais e como o vol i. i XR 
DE от Atem a e E : 


“Rh 
3 


8. Cone equilátero. É o 
б . É o cone d 
revolução cuja secção meridiana é ша 
triángulo equilátero (fig. 88). 
Logo, em um cone equil 
И EO, quilátero, a - 
triz 6 igual ao diámeto da base. 3d 


9=2R, 12013 ou h=RVT 


Б,= 22 S3? V= E "Rè ҮЗ 


коб, droneo do cone. De um modo geral, chama-se 
фоно ioris ondo de cone que, em relação a um plano 
фи оп мш ае ноа mio pii pelo seu vértice, 

spaco, determi ão 
contém o vértice do cone (fig. EN рю plaas, qus m 


Trono de como 


i A base B do cone P e a 

secção B' determinada no cone 
P pelo plano a denominam- 
se bases do tronco. 

Se o сопе P for de revo- 
lução, o tronco DFEG é um 
tronco dé cone de revolução, 

Conforme as bases B e B 
do tronco sejam paralelas ou 
não, o tronco diz-se de bases 
paralelas ou de bases não pa- 
D rolelas. 

Estudaremos apenas O 

FIG. 80 tronco de cone de revolução 

de bases paralelas. 


10. Tronco de cone de revolução de bases paralelas. 
Pelo que acabamos de ver, o tronco de cone de revolução de 
bases paralelas é o tronco de cone obtido cortando-se um cone 
de revolugáo por um plano paralelo à sua base. 
Pode ser definido, também, como o sólido gerado pela 
rotação completa de um trepézio retângulo em torno de seu 
lado perpendicular As bases (fig. 90). 

Às bases AB е CD do trapézio geram as bases do tronco 
e são os raios desses círculos das bases. O lado BC não per- 


pendicular As bascs gera & superfície lateral do tronco e chama- 


ge geratriz do tronco. O lado AD, perpendicular às bases, 
e que ёа distância entre as bases do tronco, denomina-se 
altura do tronco. 

Chama-se secção meridiana de um tronco de cone de revo- 
lução ao trapézio isóscoles determinado pela interseção de um 
tronco de cone de revolução com um plano meridiano (fig. 91). 
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Na fij 91 4 idi 
гасна ir panan Ы e secção meridiana, Tragando CE 


OB=R, 0'C=r=08, BC=g, 00'=h, ЕВ Вт 
Do triângulo retângulo CEB temos: 
BO2=0E2+EB? .*. g?=h?4(R-1)? 


Chamaremos daqui para diante 
tronco de cone de revolução de Билна ана 


11. Área lateral do tronco 
di i ı1 do, de cone (8). 
de pitido regu dia peto ou o a NER 
juando, tendo a mesma altura de 
de cone, suas base: inseri i dtes ds base d 
Es коле кш» bi 8 são inscritas ou circunscritas às bases do 
Um tronco de cone de revolu 
tm ção pod j 
somo limite para o qual tende um tronco de pirámide ені 
queno ne peri de "n ерке cresce indefinidamente, 
Mas, lo o número de faces laterais do o 
pirámide cresce indefinidamente, io latóral | ы 
para limite a superfície lateral do poles ree 
para lite a gratis Шетю denon: «s ipee s 
o a área lateral de um tronco de pirámi 
id de seu apótema pela soma dos pads Es Шы 
ases, entáo a área lateral do tronco será: E. 


Sı=(rR+rr)g ou 


=rg(R+r) ou ainda S, = 2r Rng 


Tr 


sendo Rm= R 


a base média. 


do trapézio gerador do tronco 
de cone. 


12. Desenvolvimento da 
superfície lateral do tronco 
de cone. O desenvolvimen- 
“to é um segmento de coroa 
circular de largura igual a ge- 
ratriz do tronco de cone, o 
qual é também chamado de 
trapézio circular (fig. 92). 


Tronco de cone 


O trapézio circular ABCD é o desenvolvimento da super- 


feie lateral do tronco de cone ABEF. 
= INS 
ÍD=2nr, AC=2rR AB=0D=9 


13. Área total do tronco de cone (Si 
S, S Sa S 
Бато) er Rer? =2rRng+r(R? +°) 


B, x (2Reg-- R? +r’) 


14. Volume do tronco de cone. 


вама: 
Tomos: Ve аЛа Н RK = (norte) 


ou, ainda 


ve тие +7? + de) 


15. Exercícios resolvidos. 
1) Qual a área lateral de um cono cujo raio da base modo dm e a altura 
= 5 = r Rg, R= Bm, h= 4m 
$ = 5m 
Mi д2 = RHR = 25.0. д 
E 81 = 15rm? ou S = 15X3,14 = 47,10m? 


tris. Qual o Angulo do setor 
o superficie lateral desse cone? 


6m de ruio e 8m de 
D Um eer quo po bin desenvolvend 


360 
Do acordo com о n.º 5, temos: n= = 270 


3) Qual a área total de um сопе de dm de altura, sabendo que о port- 
metro do quadrado inscrito em sua base 6 16 т 8 
Como o lado do quadrado é R Y2, 4R Ү2 =16 2 .*. r4 E 
^g = RIHA = 25 S. 0 = bm ө Sim dr (5+4) = 13,0407 
4) Qual o volume de um cone eujo rao da base mede 4m e o perímetro 
de sua sorção meridiana 6 làm? | 
A secção meridiana de um cone é um triângulo isóscelos. 
Donde: 29+2R = 18 mas, R= 4 «°. йс, 
у. hame V= 2 50,240* 


Então: А02 - 2-25-16 
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5) Qual a área lateral de um tronco de cone, cuja secção meridiana tem. 
24m de perímetro e um dos lados não paralelos é igual a 5m? 
Como o lado não paralelo do trapézio é.a geratriz g do tronco, então 
29+2R+2r = 24 .*. 284-27 = M o R+r=7 
Logo, Sı = бк X7 = 35r = 109,90m? 


6) A diferença entre os raios das bases de um tronco de cone reto 6 
20m е в altura 1dm. Calcular a área da superífcie lateral e o volume 


deseo tronco, sabendo que a razão entre as áreas das bases 6 É. 
(Escola de Aeronáutiea — 1945), 
Como q? = hº+(R-r)2, R-r =2cm е h= ldm = 10cm 
então: g? = 10044 = 104 ,*. qu 2 26 
moa. mon 


Mas, R=r4+2 .'. 


Ptit oro, T 
DM T4 7. 509-100-160 


Resolvendo essa equação, temos: rı = 4 e ra = 4 


Evidentemente a raiz negativa não satisfaz, logo r=4.*.R=442=6 
.". Si = 20r VZD = 319,66em? o Y = TOE — ros rooms 


16. Exercícios para resolver. 
1) Calcular a área lateral de um cone de 12m de altura o de 3m de 
raio da base. 


2) Qual a área total do cone cujo raio da base mede 5m e a altura 
mede 12m? 


3) Qual o volume de um cone cujo raio da base 6 0,6m e cuja geratriz 
mede 2,5m? 


4) Qual a área lateral de um cone equilátero cuja geratriz 6 igual a 


2m? 


5) Qual a área total do cone cquilátero de raio da base igual a 10m? 

8) O diâmetro da base de um cone equilátero 6 10 УЗ metros. Achar 
seu volume. 

7) O apótema de um hexágono regular inscrito na base do um cone 
equilátero mede 2,5 УЗ metros, Qual a área lateral desse cone? 

8) Qual a área total de um cone equilátero cuja base está circunscrita 


a um triângulo equilátero de apótema igual a VE metron. 
9) Achar o volume de um cone cujo perímetro de sua sceção meridiana 


mede 18m e cujo perímetro do quadrado circunscrito à «ua base 
mede 32m. 


SENNA 


E Cone 


10) A área lateral de um cono equilétero é 7,85m*. Qual à sun altura? 

11) Um cone tem 1256m? do área lateral e 40m de geratrit. Calcular 
o rajo da base. 

12) A drea total de um cone do Im de raio 6 Igual A terça parte da атаа 
gren total lo de diâmetro igual no perímetro da secgáo meridiana 

desse cone. Qual a sua geratriz? * 


18) Desenvolvendo a superfície lateral 
obtivemos um setor circular de 270º. 


cone? 
14) Calcule o volume de um cone eq! 


de um cone de Bm de geratriz 
Qual a área lateral desse 


nilátero de altura igual a 8 V3 dm. 
(WES. - 1970. 

equilátero cuja secção meridiana tem 9 ҮЗ em? 
е а] а... em. (Œ. Fum. Engenharia - 1887). 

16) Um cono do revolução do 10m do goratris e de 6m de raio da base 


deve ser cortado por py ced paralelo à sua base e tal que a área 


dh secgko seja Igual à diferença entre a área lateral do cone e a 
da rit rua baso. Calcular a distância do plano no vértice do cone. 
17) O trapézio gerador de um tronco de cone tom para ba média 5m e 
ps lado náo perpendicular ás bases 2 126 metros. Qual a área 
teral do tronco? 

18) Qual a áron totalde um tronco de cone do 18m de рта» cujos 
ios das bases medem respectivamente 8m o 3m 

19) Um tronco de cone de 12m de altura tem sune bases cireunsoritas 
па oe triângulos equiláteros de lados respectivamente iguais а 


8 VE metros c a 3 ҮЗ metros. Achar seu volume. 
20) Calcular a área total e o volumo dos cones gerados pela rotação de um 
ear o retângulo em torno dos eatetos, sucesivamente, sabendo 
que os mosmos medem 3 e 4m, respectivamente, 
(E. Aeronáutica = 1958). 


21) Exprimir a área lateral de um cone equilátero em função da área de 
sua base. 


15) O volume do cone 
de área, 6 igus 


22) Dar a expressão da área total de um cone equilátero em fungáo da 
área de sua base. 


23) Qual a relação entre a área Jul 
Mtero 


24) Calcular a área lateral de um cone equilátero em função de eua altura. 
25) Qual a área total de um cone equilátero em função de sua altura? 
26) Qual o volume de um cone equilátero em função de sua ага? 

27) Que alteração sofre о volume de um cone, quando se duplica o raio? 
28) Quo alteração sofre o volume de um cone, quando se duplica a altura? 
29) Qual a rasto da área lateral do um cono para а de um cilindro de 

base (xR?) e.de mesma altura (h)? 
80) Qual ка Meal de um cone em fungáo de sua altura e do raio 


sua t 
31) Qual a razão entro os volumes do dois cones cujos raios da base são 
iguais e cujas alturas estão entre si pa razão pu 


teral e área total de um cono equi- 
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32) A que distância do vérti devemos tragar 
ico de um cone de 
sm plano paralelo à sua baso а fim pr ici 
Sw a quarta parte da base do cone? = Ур 
жы ышан de >н» de um cone, de altura 6m, deve 
ser fit uma sesto paralela À base para que o cone fique dividido 
84) Dois cones tám a mesma AE 
medida 
mam um Angulo de 30 com o plus de qua bus e m a 
MES ente. Qual a razão entre suas áreas laterali? o" 
e um tronco de cone têm a mesma 
comun, Qual raso etre os ran ds bases ne 
Ln me soja a motade do volume do cilindro? 46 
um cone de revolução Eases 
o e um cili 
nidos m a mema lure ao eira A LUI 
cilindro 6 igual à área total do cone. Exprimir o volume do cilindro 
оаа аай 8 (F. N. Arquitetura - 1980). 
tr о volu 
do cono de revelação que ibo se гаа i n о о volam 


- (E. М. Engenharia - 1957). 

) Um cone circular de aliam a o ralo r 6 cortado por u jo d 
Jelo à baso. Calcular a altura do cone parcial Assim determinado, 
que a sua superfíio lateral seja igual à superiide heal 


do tronco. 
(E. N. Engonharia — 1941). 


39) A que distância do ув 
tico. devemos corta 
por um plano paralelo à base, de modo quo о volume do enm d 
a 


cado + 
soja g do volumo do primeiro cone? 


40) A área da baso do um E cio 
demo cone eum um cono de revolução é 50,24dma. A d 

di гов бд ожа 

mts om um рало tanto ба Ф vr € da AUS. 


Bo sis sd (F. N. Arquitetura — 1056). 
cular o de um cono de revolução, cujo rai 
? ыр [үз] iai rid de Оен A HAT 
"E i inscrito em um círculo de raio 
a rise cim 
42) Dois troncos de cone "en 
têm uma base со: do ij 
Жн mum de rait al 
Garoa pes q eo a mie do, maler dde 
; 
lo outro. Calcule o raio da outra base E MS dius nr 
43) Calcular o volume de M 
a 
dela тылы de jm аны do slot ej io da De mal 
do 


triángulo equilátero de 
Calcular a área da superfíclo gerada por um triângulo equilát 
40 de perimetro, girando em tôrno de Um doe айы йе, 
Jateral de 200xm* e está circunscrito a uma 
45. O mle quadrangular regular. Sabendo que a geratzia do cone 
medo 20m, determinar a diferença entre ов volumes dos dole ad 
j ual а 144 z m?, está inscrito 
Va base de um cone cujo volume é igus 
c s hexágono regular de área 54 ҮЗ m*. Calcule a área total 
desse cone. 


(ENE - 1909). 
RosrosTas: 
Vim 
1) 116431 2m2 20) 24rm?, 12em, 33) ЗУ 
3) 202000 Som emt Жучу 
3) 09lám* 2) Mu 35) VB+1 
z mi 2 2 36) 12:R* 
5 23 $ 3 
б) 1177,500m? * зт) É 
a 2 d 
$ 12m A "EG 
9) зия 25) 8, = № › z 
1 
10) E 20) v= g7 39 7 
11) 10m 27) Qundruplica 40) 18307843" 
12) 2m 28) Duplica pee 
18) 180727 VETM 2 з + 
м) EE am? 2) A 42) FTi-Dem 
15) 9r V3 30) SR VREA gs 
1 êma 
2 a? 44) 16r 
юв yz 2 . 
: à 45) 380 Y3 m 
17) 319,65m 3) d= F 40) 36 r (1 + V5)m? 
18) 678,24m* 


19) 1 218,320m* 


CAPÍTULO ҮШ 


Esfera 


1. Preliminares. Chama-se esfera ao sólido limitado 
por uma superfície esférica, 

O centro da semicircunferência geradora da superfície 
esférica diz-se centro da esfera, o raio dessa semicircunferência 
6 o raio da esfera e o seu diámetro é o diâmetro da esfera. 

Assim as denominações de centro, raio e diâmetro apli- 
cam-se indiferentemente, quer às esferas, quer às superfícies 
esféricas que as limitam. 

Os pontos da esfera, não pertencentes à superfície, que 
distam do centro de um comprimento menor do que o raio, 
chamam-se interiores. Os pontos cuja distância ao centro é 
maior do que o raio chamam-se ezteriores. 

A esfera pode também ser considerada como o sólido 


gerado pela rotação completa de um semi-círculo girando em 
torno do seu diâmetro. 


2. Posições relativas de uma' esfera e um Plano. 

Consideremos uma esfera de centro O e raio R e seja d 
a distância do centro O a um plano я. 

O plano r diz-se exterior, tangente ou secante à esfera 
(ou superfície esférica) de centro O, conforme se tenha, res- 
pectivamente: 


d>R, d=R ou d<R 


Se o plano т é exterior à esfera O (d>R), todos os pontos 
de т são exteriores à esfera. 

Be o plano r é tangente à esfera O (d=R), tem um único 
ponto P chamado ponto de tangência, em comum com a 
esfera. Esse ponto P pertence ao contorno da esfera e é fácil 
concluir queo plano tangente a uma esfera é perpendicular 
во raio que une o centro O во ponto de tangência Р. 


Se o plano secante т não é um plano diametral, a secgáo 
plana 6 um círculo menor da esfera e tem seu raio menor 
do que o raio da esfera. 

3. Posições relativas de uma esfera e de uma reta. 
Consideremos uma esfera de centro O e raio R e seja d a 
distância do eentro O a uma reta r do espaço. 

Uma reta r diz-se exterior, tangente ou secante a uma 
esfera (ou sua superfície esférica), conforme se tenha respecti- 


vamente: 
d>R, d=R ou d<R 


So a reta é exterior à esfera (d>R), todos os seus pontos 
são exteriores à esfera. 


Se a reta é tangente à esfera (d=r), tem um só ponto P 
em comum com a esfera, Esse ponto chama-se ponto de tan- 
yéncia e pertence во contorno da esfera. 

Toda reta r tangente a uma esfera é perpendicular 80 
raio do círculo, menor ou máximo, da esfera no ponto de 
tangência T o que é fácil de ver, bastando para isso que ве 
considero o círculo da secção plana da esfera determinado 
por um plano secante т во qual pertence a reta 7 (fig. 94). 

Se a reta r é perpendicular ao círculo menor C no ponto 
de tangéncia T, ent&o r é também perpendicular ao raio oT 
da esfera no ponto 7. De fato, como OC 6 perpendicular a т 


C 6 o pé dessa perpendicular e como CT é perpendicular a f 
o raio OT da esfera é também perpendicular a r. 

E concluimos: toda reta r tangente a uma esfera é per- 
pendicular ao raio que une o centro da esfera ao ponto de 
tangéncia. 

Se a reta 6 secante à esfera (d<r), tem dois pontos dis- 
tintos em comum com o contorno da esfera. 


4. Posições relativas de duas esferas. Sejam duas 
esferas de centros O e C e de raios R e r respectivamente. 
E sejam z, um plano diametral comum às duas esferas, е d, 
a distância. OC entre os centros dessas esferas. 


Podemos dizer: 

Т) as duas esferas são exteriores, se > К-ту 

2) a esfera menor é interior à maior, se d<R-r; 

3) as duas esferas são tangentes exteriormente, se d=R+r; 
4) as duas esferas são tangentes interiormente, ве d= Е — r; 
5) as duas esferas são secantes, se Æ -r<d<R+r. 


Tessas conclusões podem ser verificadas facilmente tendo 
em conta que o plano diametral determina, sobre as duas 
esferas, círculos máximos, cuja determinação de suas posições 
relativas é análoga à posição relativa das duns esferas. 

A interseção de duas esferas (ou superfícies esféricas) 
secantes é um círculo (ou circunferência) cujo plano suporte 
é perpendicular à linha dos centros das esferas e cujo centro 
está sobre essa linha. 


5. Cilindro cireunscrito a uma esfera. Denomina-se 
superfície cilíndrica circunscrita a uma esfera o lugar geomé- 
trico das tangentes a essa esfera, paralelas a uma direção. 
De fato, se considerarmos um semicírculo de centro O 
e diámetro d, e uma rcta r paralela ao suporte s de d, tangente 
ao semicírculo 0, em um ponto T (fig. 95),*vemos que, se 
fizermos o semiplano de origem s, ao qual pertence r, dar uma 
rotação completa em torno de s, o semicírculo O gerará uma 
esfera; a reta r, uma superfície cilíndrica tangente à esfera; 
е o ponto T uma circunferência máxima chamada circunfe- 
rência de tangência ou de contacto. E, é fácil de ver que essa 
superfície cilíndrica é o lugar geométrico das tangentes à es- 
fera paralela a s. 
Chama-se cilindro circunscrito a uma esfera ao cilindro 
que se obtém cortando-se uma superfície cilíndrica tangente 
a uma esfera por dois planos paralelos que cortem todas as 
Po da superfície cilíndrica e que sejam tangentes à 
esfera. 
Quando esses dois planos são perpendiculares a в (fig. 96) 
0 cilindro circunscrito formado é de revolucáo. 


6. Cone circunserito a uma esfera. Denomina-se 
superfície cónica circunscrita a uma esfera no lugar geométrico 
das tangentes a uma esfera tiradas por um ponto do espaço 
exterior a essa esfera. 

De fato, basta considerar um semicírculo de centro O e 
diâmetro d e uma tangente r a um ponto 7 do semicírculo 
e que passe por um ponto P pertencente ao suporte s de d. 


r 
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fizermos girar o semiplano de origem s, e que contém 
T, em ES completa pes torno de s, vemos que o semi- 
lo O gera uma esfera; a rota r gera uma superfície cônica 
ite à esfera, e o ponto T gera uma circunferência cha- 
mada circunferência de contacto ou de langéncia. х 
` Assim concluímos que a superficie cónica circunscrita à 
esfera é realmente o lugar geométrico das tangentes à esfera 
e passando por P. 

Chama-se cone circunscrito a uma esfera ao cone que se 
“obtém, cortando-se uma superfície cónica de vértice Р tangente 
а uma esfera, рог um plano т tangente à esfera de centro 0 

corte todas as geratrizes do cone e tal que o vértice P ө 
o centro O pertençam ao mesmo semiespago por elo determi- 


erpendicular ao diâmetro da esfera cujo 
Eos Vertice P do cone, o cone circunscrito à 
esfera 6 de revolução (fig. 97). > 
Nem sempre o cone circunscrito é equilátero. 
A secção meridiana do cone circunscrito é (fig. 0 um 
triángulo isésceles ou equilátero circunscrito a um círculo. 


7. Principais porções da superfície esférica. 


Zi rica. Se cortarmos uma superfície por dois 

zi кач «А e paralelos, a porção de superfície 

esférica limitada por esses dois planos chama-se zona esférica 

(fig. 98). Р р 

Os dois círculos da esfera determinados por « e Bede 
raios r e R, respectivamente, chamam-se bases da zona. 
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5. Cilindro cireunscrito a uma esfera. Denomina-se 
superfície cilíndrica circunscrita a uma esfera o lugar geomé- 
trico das tangentes a essa esfera, paralelas a uma direção. 
De fato, se considerarmos um semicírculo de centro O 
e diámetro d, e uma reta r paralela ao suporte s de d, tangente 
ao semicírculo O, em um ponto T (fig. 95),vemos que, se 
fizermos o semiplano de origem s, ao qual pertence r, dar uma 
rotação completa em torno de s, o semicírculo O gerará uma 
esfera; a reta r, uma superfície cilíndrica tangente A esfera; 
e o ponto T uma circunferéncia máxima chamada circunfe- 
réncia de tangéncia ou de contacto. E, é fácil de ver que essa 
superfície cilíndrica é o lugar geométrico das tangentes à es- 
fera paralela а s. 
Chama-se cilindro circunscrito a uma esfera ao cilindro 
que se obtém cortando-se uma superfície cilíndrica tangente 
a uma esfera por dois planos paralelos que cortem todas as 
"iua da superfície cilíndrica e que sejam tangentes à 
esfera. 
Quando esses dois planos são perpendiculares a в (fig. 96) 
о cilindro circunscrito formado é de revolução. 


6. Cone circunscrito a uma esfera. Denomina-se 
superfície cónica circunscrita a uma esfera ao lugar geométrico 
das tangentes a uma esfera tiradas por um ponto do espago 
exterior a essa esfera, 

De fato, basta considerar um semicírculo de centro O e 
diámetro d e uma tangente r a um ponto 7 do semicírculo 
e que passe por um ponto P pertencente ao suporte s de d. 
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fizermos girar o semiplano de origem s, e que contém 
А A ER SUMAS completa p torno de s, vemos que o semi- 
š círculo O gera uma esfera; a reta r gera uma жее one 
tangente à esfera, e о ponto T gera uma circunferência а- 
4 mada circunferência de contacto ou de tangência, : 
` Assim concluímos que a superficie cónica circunscrita à 
esfera é realmente o lugar geométrico das tangentes à esfera 
passando por P. 
g nm cone circunscrito a uma esfera ao cone que se 
obtém, cortando-se uma superfície cónica de vértice P tangente 
a uma esfera, por um plano r tangente à esfera de “ну 0 
que corte todas as geratrizes do cone e tal que o vértice ТП 
о centro O pertençam ao mesmo semiespaço por ele determi- 


erpendicular ao diâmetro da esfera cujo 
Bá Vertice P do cone, o cone circunscrito à 
esfera 6 de revolução (fig. 97). n 
Nem sempre o cone circunscrito é equilátero. 
A secção meridiana do cone circunscrito é (fig. $n um 
triángulo isósceles ou equilátero circunscrito a um círculo. 


7. Principais porcóes da superfície esférica. 


Zi rica. Se cortarmos uma superfície por dois 

2 ter e paralelos, a porção de superfície 

esférica limitada por esses dois planos chama-se zona esférica 

(fig. 98). Р d 

Os dois círculos da esfera determinados por а е Bede 
raios r e R, respectivamente, chamam-se bases da zona. 
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“Porções da superficie esférica 


A distância, entre as bases ou os planos das bases da 
zona, denomina-se айита da zona. 

A zona é também a superfície gerada pela rotação com- 
pleta de um arco de círculo AB girando em torno do diâmetro. 


2) Calola esférica. Se tragarmos dois planos um tan- 
gente e outro secanto n uma superfície esférica, a porção de 
superfície esférica limitada por esses dois planos diz-se calote 
ou calota esférica (fig. 99). 


Podemos dizer também que & calota esférica 6 uma qual- 
quer das duas partes de uma superfície esférica que foi divi- 
dida por um plano secante que não passe pelo seu centro. 


O círculo de raio CA=r determinado pelo plano secante 
chama-se base da calota, 


A distância entre a base e o plano tangente a chama-se 
altura da calota. 


Uma calota tem uma só base e é denominada também 
de zona esférica de uma só base. É gerada pela rotação do 
arco de círculo TB girando em torno do diâmetro. 


. 3) Fuso esférico, Se tragarmos dois semiplanos meri- 
dianos de uma superfície esférica euja origem é o suporte do 
mesmo diâmetro dessa superfície, a porção de superfície es- 
férica limitada por esses dois semiplanos chama-se fuso esfé- 
rico (fig. 100). 


, O ângulo diedro formado por esses dois semiplanos meri- 
dignos chama-se ángulo do fuso. 
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8. Principais porções da esfera. 
1) Setor esférico. É в porção de esfera gerada pela rotação 
E. de m setor circular em torno de um diámetro que 
não o atravessa (fig. 101). 
É o sólido limitado por uma zona ou uma calota esférica 
pelo arco m do setor с a por, dues ou ume 
rfície cónica (gerada pelos raios do setor circular ou pe 
EUIS quo não se SU nde com o eixo de rotação), cujos vértices 
ou vértice coincidem com o centro da esfera & que pertence 
o setor. 
A altura da zona ou calota esférica é a altura do setor 
esférico. 
A porção de superfície esférica gerada pelo arco m do 
setor circular diz-se base do setor esférico. 
2) Cunha esférica. É a porção de esfera limitada por 
dois semiplanos meridianos de mesma origem (fig. 100).. 
Podemos dizer também que 6 o sólido limitado por um fuso 
esférico e por dois semicírculos máximos de mesmo diámetro. 
Anel esférico. É a porção de esfera gerada pela rota- 
são in a segmento circular em torno de um diámetro 
que não o atravessa (fig. 102). y 
O diâmetro em torno do qual gira o segmento circular 
é o eixo do anel. s ж 
4) Segmento esférico de duas bases. a porção de esfera 
Ж хм dois Ed secantes distintos e paralelos (fig. 98). 


Parches da esfera 


Podemos dizer ainda que é o sólido limitado por dois 
círculos chamados bases e por uma zona esférica que é a sua 

` superficie lateral. 

As bases e a altura da zona s&o suas bases e sua altura. 


5) Segmento esférico de uma base. É uma das duas porgóes 
em que fica dividida uma esfera por um plafío secante que 
não passe pelo seu centro (fig. 99). 

Se o plano passasse pelo centro teríamos uma semiesfera, 
Podemos dizer também que é o sólido limitado por um 
círculo, chamado base, e por uma calota esférica que é a sua 
superfície lateral. 

A altura da calota é a sua altura, 


9. Área da superfície gerada por um segmento que 


gira em torno de um eixo. 


Trorema. A área da superficie gerada por um seg- 


mento (AB) que dá uma rotação completa em torno 
de uma reta [5 


pertencente во seu plano, e que não 
Ihe corta nem Ihe é perpendicular, é igual ao produto 
da projeção (p) do segmento sobre a reta (7) pola cireun- 
feréncia cujo raio 6 o sogmento (m) da medintris do 


segmento (AB) compreendido entre elo (AB) e a reta (r). 


Temos 3 casos a considerar. Ou AB é paralelo a r, ou 
tem um ponto em comum com r (sem o atravessar) ou não 
tem ponto em comum n com r e nem lhe é paralelo. 
Primero caso: АВ é paralelo а r (fig. 103). Então: 


r AD-BC-m, MA-MB 


A superfície gerada por AB é evi- 
dentemente а superfície lateral de um 


ML--m. dy |p cindro de raio т e altura p. 


SzauNbo caso: O ponto А de AB 
FIG. 103 está sobre r (fig. 104). 


A superfície gerada por AB 6 a su- 
porfície lateral de um cone de raio BC e goratriz AB. 


Tracemos pelo ponto médio de AB, M, a perpendicular 
МН à reta r, e a perpendicular MI ao segmento AB. 


Sabemos que Mii=2,—.*. FO =2M1 


i e AB, 6 

A superíícic lateral do cone, gerada por АВ, é __ 

Sis s BOXAB ou Saa = 2 UHXAB=2 (МИХ 
ХАВ) (1) 

Mas, os triângulos retângulos АС e M H1 são semelhantes; 


logo, AB Tu s. MAXAB=mxAC=m.p 


Substituindo em (1) temos: 
Sigs-2-m.p 


Tercemo caso: AB não tem ponto em comum com r 
nem lhe é paralelo (fig. 105). 

A superficie gerada por AB 6 a superfície lateral de um 
tronco de cone. i : 

"racemos pelo ponto médio de АВ, M, as perpendiculares 
"MH e MI -m, respectivamente a re a АВ. E AE é pars- 
lelo a DC. 


Esfera 


Como 8,=2 т Rng, temos que: 
515=2т MHXAB (1) 
Mas os triângulos retângulos AEB e MHI são seme- 
lhantes, logo + 
АЁ 45 
MH т 


.. MEXAB=AEXm=mp 


Substituindo em (1) temos: $2572» m.p 
E, portanto, nos 3 casos, verificamos a nossa proposição, 


10. Área da superfície gerada pela rotação de uma 
linha poligonal regular. 


Teorema. A área da superficie gerada por uma linha 
poligonal regular convoxa, em uma rotação completa 
em torno de uma reta, pertencente ao seu plano 
passando pelo seu centro e não a atravessando, é igual 


во produto da projeção, dessa linha poligonal sobre 
a reta, pela circunforóncia cujo raio ё о apótema da 
linho poligonal. 


Com efeito, seja ABCD uma linha poligonal regular con- 
vexa cujo centro é um ponto O pertencente a uma reta r que 
não atavessa a linha poligonal. 


Fazendo a linha poligonal ABCD girar em torno de r, 
a superfície gerada será а soma das áreas das superfícies ge- 
radas pelos segmentos AB, BC e CD. 
De acordo com o nümero 9 temos: 
Sip-2rm.EP 
Sm=2rm.FG 
Spo-2*- m.GH 
. Sanco =2 r m (EF--FG--GH) 
'. Sascp-2x m. p 


onde m 6 o apótema de ABCD, pois 6 o segmento que uno O 
no meio de cada segmento e é perpendicular a esse segmento. 


11. Área da zona esférica. Conside- 
remos, então, a zona gerada pelo arco BF 
(fig. 106) e inscrevamos no arco BF a linha 

1 regular BCDEF de apótema m. 

Quando fazemos girar o semiplano de 
origem r, ao qual pertence BF, em torno de r, 
BP gerará uma zona esférica e a linha poli- 
+ BCFEG gerará uma superficie cuja 
; (m.º 10) 6 22m. p. 

Se fizermos o número de lados da linha 

aumentar indefinidamente, o apó- FIC. 106 

tema m tende a se confundir com o raio R 
da esfera, e a superfície gerada pela poligonal tende а se 
confundir com a zona esférica. Podemos então dizer que а 
área da zona esférica 6 


isto é, a área da zona é produto da circunferência cujo raio 
60 do arco gerador BF pela projeção desse arco sobre o eixo 
de rotação r. 

Ou ainda, в-йгеа da zona é o produto de sua altura pela 
circunferência do círculo máximo da esfera à qual pertence. 


Omsrnvagko: Em uma mesma esfera, duas zon; mesma altura 
têm áreas iguais e duas zonas quaisquer estão entre si como suas alturas. 


12. Área da calote esférica. Seja uma calote esférica 
pelo arco de círculo AC (fig. 100), por raciocínio aná- 
ao feito para determinação da zona, vemos que a área 


_ да calota é o limite para o qual tende a área da poligonal 


ABC quando o número de lados cresce indefinidamente. 
Isto é, a área da calota será: 


| тЕХАН| (1) 


ou seja, o produto de sua altura pela circunferência do efreulo 
n о da esfera à qual pertence. 
Mas, de acordo com a figura 99, temos 
AT2=2Rh e a (1) ficará 
S=r АТ? 


Superficie. esférica 


&a área de um círculo de raio igual à corda do arco gerador 
calota. 
Ainda na figura 99, temos: 
ТАТ? =т?+Һ? que nos dá 
S=" (Eh?) 
expressáo da área da calota em fungáo de sua altura e do 
raio de sua base. 


13. Área da superfície esférica (esfera). Como a super- 
fície esférica é gerada por uma semicircunferência, consideremos 
a superfície esférica gerada pela semicireunferéncia AG em 
uma rotagüo completa em torno de r (fig. 106). 


Mas acabamos de ver que (na fig. 106): 
S@=2rR. AH (área da calota) 
S@ -2rR.HG 


Somando temos: 
Bíà- Sues =2 r R (AH+HG)=2 x RX2R 


E podemos dizer que a área da esfera é o quádruplo da 
área de um dos seus círculos máximos. 


14. Área do fuso. Se dividirmos uma superfície esfé- 
rica em 360 fusos esféricos de um grau, como a área dessa 
superfície esférica é 4 т RP, então a área de cada um desses 

2 


fusos iguais é 422. Mas, ве в área de um fuso do um 
А 
grau mede ZÊ, а еа de um fuso de п graus medirá 
4т Еп т Ё?п 
360 ' ou $-— 


f A ume do sólido gerado pela rotação de um 


Teorema. O volume do sólido gerado por um tri&n- 
galo (АВС) em uma rotação completa em torno de 
uma reta (7), pertencente ao seu plano, contendo um 
do seus vértices (4) o não o atravemando, 6 igual A 
bip pere юше da atra, traçada desse vértice 

sobre o lado oposto não perpendicular a r, 
pola área da superficie gerada por eme lado (ВС). 


Temos 3 casos a considerar. 

Prrmerro caso: O lado AB do triángulo pertence à reta r. 
Duas hipóteses podem ser feitas (fig. 107). Ou o pé da 
altura CD, relativa ao lado AB do triángulo ABC está ое 
& АВ ou está sobre o seu prolongamento. 


FIG. 107 


Nas duas hipóteses temos, respectivamente: 


1 ==, Ги 
ОЗАВА ОТ = X UD*AD--DB) = 


ODA q) 


1 
Ve d 30D* x AD - ACD! = X«CD'(AD - DB) = 


=4 Dû*xaB Q) 
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Volumes 


Temos duas hipóteses в considerar (fig. 109). Ou o pé 
da altura do triángulo ABC, relativa no lado BC, está interno 
a BC ou está sobre o seu prolongamento. 


Vemos que, em (1) e (2), o volume gerado pelo triângulo 
ABC é: MES ыер erar. و‎ 
va 0D x=; CD X (CX AB) 


Se tragarmos a altura AH, é fácil de vér que: 
ODXxAB-BCXAH (dobro da área do triángulo ABC) 


Logo podemos escrever: y qn0DX BOX AH 


Mas »XCDXBC é a área lateral do 
cone gerado pelo triángulo retángulo BDC 
e, portanto, a área da superficie gerada 


por BC. 


Então 


Na primeira hipótese, temos: 
Vano=Vecep - (Vane +Varo)= 

Sraunbo caso: O triângulo ABC tem 

apenas o vértice A pertencente à rela r e 0 


lado BC, oposto a esse vérlice, não é para- 
lelo a r (fig. 108). FIG. 108 


-xAB*XBG - (ime JADRE. п) 


Como AH -BD = СЕ, vem: 
Pelo que acabamos de ver (primeiro caso) temos: —2 AA 
Vance - xAH*X BC - Sg ABD AB) 


Vane = Vang - Vaor = ВРХА - y Sep Ala 


Ң Mas, ADA-XE-BO .*. Vase m rax 
= (STF - SPAH 


©. | Vase sre хап 


'Твксвгко caso: O triângulo ABC tem apenas o vértice А 
pertencente а r e o lado BC, oposto a esse vértice, 6 paralelo 
a r (fig. 109). 


Vae Qe AH.BOXAH () 


Na segunda hipótese, figura 109 à esquerda: 


Vasc=Vaps+Vacen - Vaso 


a EDI es BDPXDE - IPAE 


Como "BD-CE-AI 


Volumes 


Vaso e pr AHMAD +8DE - АЁ) = LAH AD+DE+ 
+2DÈ - AE) 
Mas, AD+DE=AE e 2DE-2BÓ 
Vase Fr ATP XGIBO ou Vasco Gr-AH.BOXAH (2) 


Temos nas duas hipóteses o mesmo resultado (1) e (2). 


Observando que 2 т АН. BC nada mais é do que a super- 
fície gerada pelo segmento BC. Entáo podemos escrever: 


Vaso=2 SgoX AH 


16. Volume do sólido gerado pela rotação de um 
setor poligonal regular. 


Tuonmua. O volumo do sólido, gerado por um setor 

poligonal regulur convexo, OABCD em uma rotação 

completa em torno de uma reta pertencente ao seu 

plano, passando polo seu contro O o não o atravessando, 

d igual à terça parte do produto da área gerada pela 

Jinba poligonal regular que limita о setor pelo apótema 
m dessa linha poligonal. 


Sejam os triângulos 04B, OBC e OCD obtidos unindo-se 
o centro вов vértices. A altura desses triângulos relativa aos 
lados opostos ao vértice O é o apótema m do setor poligonal. 


Então, de acordo com o teorema anterior temos: 


1 1 1 
Voanco=Voas +Vonc+ Voco = mSx--mSgo- y MSE 


5. Voasep = рт Бав + Saa S03) =p Sarco xm 
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l7. Volume do setor esférico. 


Consideremos um setor esférico gerado 
por um setor circular ОВР (fig. 110), de 
centro O e raio R, girando em torno de 
uma reta r. E inscrevamos nesse setor cir- 
eular um setor poligonal OBCDEF de cen- 
tro O e apótema m. 

Quando fazemos o semiplano de origem 
т, ао qual pertence o setor circular OBF, 
dar uma rotagáo completa em torno de r, 
o setor circular OBF gerará um setor esfé- 
rico e o setor poligonal gerará um sólido 
cujo volume é: тїс. 110 


Y — Snoer Xm 


Se fizermos o nümero de lados da linha poligonal do 
setor poligonal crescer indefinidamente, o apótema m tenderá 
para o raio R e o sólido gerado pelo setor poligonal tenderá 
a se confundir com o setor esférico. 


Podemos então dizer que o volume do setor esférico 6: 
loc 
Veg S5ixR 
Mas, 557 =2rRX HI =2rRh 


18. Volume da esfera. Consideremos a esfera gerada 
pelo semicírculo ОЛ DG girando em torno de AG —2R (fig. 110). 
O volume da esfera será evidentemente igual à soma dos 
volumes gerados pelos setores circulares O AB e O BG (fig. 110). 
Mas, de acordo com o número anterior, os volumes ge- 
rados por O AB e O BG são os volumes V; e V2 de dois setores 
esféricos, cujas expressóes sáo respectivamente: 


Vae «ХАН Vasp exi 


Resultado estabelecido por Arquimedes que deu o se- 
guinte enunciado: 

“O volume da esfera é o quádruplo do volume do cone 
uia, base é um círculo máximo da esfera e cuja altura é um 
raio”, 

Onsmmvacio : Os volumes do duas esferas estão entro si como os 
cubos de seus raios. 


19. Volume da cunha esférica. Se dividirmos uma 
esfera em 360 cunhas esféricas de um grau, como o volume 
da esfera 6  х Rî, então o volume de cada cunha esférica 6 
"M A 
300*3 *F á 

Mas, se o volume de uma cunba de um grau é o” o 
volume de uma cunha esférica de n graus será: 


20. Volume do anel esférico. 


O volume do anel esférico gerado pelo segmento circular 
AMB é igual à diferença entre o volume do setor esférico 
gerado pelo setor circular O AB e o volume do sólido gerado 
pelo triângulo OA B. 


Vaunc У = Víaà - Voss 


2 1 
mas, V "Rh е Vola Sc Xm 


ou Vie xarmxhxm= mh 


Rr! 2 
. VÊ Rh enfe rh (82 mà) 


Mas, é fácil ver (fig. 111) que: Rim puta AR 
AB 


D 2 
CV 


FIG. ш 


21. Volume do segmento esférico de. duas bases. 
O segmento esférico de duas bases é gerado pela rotação 
completa de AMBCD em torno de r (fig. 112). 


O volume do segmento esférico V 
rado por AMBCD é a soma dos MP a 
do anel esférico, gerado pelo segmento 


circular AMB, e do tronco de cone, ge- 2 
rado pelo trapézio ABCD. M 
7 ME 
Edi 


Mas, Van = e АВ% 


Vasco= + zh (a24+b24ab) 
r 


Mas, do triángulo retángulo AEB, FIG. 112 
temos: 


AB: АЕ? ВЕ? - M (b - а)? = Һ2--12--а%- 2ab 


Substituindo esse valor de AB? ressão 
"m. na exp do Vaun 


Vasa ==] ch (040240? 200) 


yl aec mh +o? = 200) + gon Oeo ea) 


ou efetuando: 4 


22. Volume do segmento esférico de uma base. Е 
um саво particular do nümero anterior. 

A expressáo do volume do segmento esférico de uma 
base é obtida fazendo а = O na última expressão. Temos 
então: 


23. Exercícios resolvidos. 


1) Sabendo. que OABCD 6 um semi-hexágono regular do = metros 
de lado. т 


Calcular а área da superfício gerada pela poligonal 
ABCD (fig. 113), em uma rotação completa em 
torno de seu diámetro, 


BABOD = 2rm X AD (n.º 10) 

== RYS ig 10 
Mas, AD = 2R, m = 27 е AB aR = = 
Banc = dr x EYE x aR = 2° VT = Mim? 


2) Calcular a área de uma zona esférica de 10m de al- 
tura sabendo que a área do círculo máximo de 
esfera à qual pertence 6 314m2. 


14 
h= 10m е como xR? = 814, Rê р 100 sOR-10 


FIG, 113 


Então: 8 = 2X3,14X10X10 = 628m? 
3) Calcular a ároa de uma esfera sabendo que o perímetro do hexágono 
O lar” inserto om um de seus eiredls máximos mede 30m. 
O perimetro do hexágono 6 6R = 80 .'. Re 5 
8 = 4X3,14X26 = 314m? 
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4) Calcular o volume gerado por um semi-hexágono regular de 2 metros 
de lado, em uma rotação completa em torno de seu diâmetro. 


Y = y Sanco Xm 
Mas, já vimos no exercício (1) que Sanco=2xR2 ҮЗ, e, como 


RYS 
2 


5) Calcular o volume do setor esférico sabendo-se que a altura da zona 
que o limita mede 4m e a área dessa zona é 40x metros quadrados. 


Sabemos que o volume do setor 6: V = a rRBh 
h = 4, е como a área da zona 6 2rRh = 40r, Rm 5 
OY e Ê X314 X25 x 4= Z X 314 = 20,838 


V= хат VEX 


= rR? =25,120m* 


6) Calcular o volume de uma esfera circunscrita & um cone equilátero 
cuja altura mede 16dm. 
A secção meridiana é um efreulo circunscrito а um triângulo equi- 
látero de 16m de altura. 
32 


3R " 
Então: hm Om 16.0. Rm y 


Então o volume da esfera seré: V =4/a rR? = 1618, lm? 
Т) Um cilindro circular reto tem a sua super- 

fício total equivalente à guperíício lateral 

de um prisma ee cuja secção reta é ENS 

um pentágono regular de lado igual a 3m [7 <| 
в aresta lateral igual x metros, Sabe-se К 
que a secção meridiana do cilindro é 14m. 


Achar o raio da esfera circunseritivel ao $ 
cilindro. (E. Naval 1980). 
Temos: 


1) S; prisma e 2p, sae Xa=5X3X = 20 m? FIG. 114 


2) S, cilindro = 2rR (h + R) = 20r .*. R(&--R) = 10 а) 
3) 2р, аннаго = AR + 2h = 14: 2R+h=7 ш) 


4) Resolvendo o sistema (1) е (ID, temos uma só solução, que satis- 
faz R=2m e А ~ 3m 


mas, de acordo com a figura 114: (221)? = (2R)? + h? 
AR, = 16 +9 = 25 >. ва - 2 .'. Bı 26m 


Esfera 


8) Se um triângulo retângulo gira su- 
cessivamente sobre seus catetos 


le e hipotenusa, demonstrar que i 
existe a relação abaixo entre os А 
= volumes : 5 


La w 
b, (E. N. Engenbaria de Belo Horizonte ~ 1947). 

Vemos nas trés posições da figura 

: 115 que os volumes gerados V(c), 


TO) e Vía) girando em torno 
8 Hy д ® ва, são respectivamente: 
mb? 3b 
ve = HE, d 
FIG. 115 
мп 


«М(т+п) _ rha 
o vo o E 


Temos ainda: у 
ape acaba _ 1 
Vac) = = yw) = EE е vam = Too 


1 


1 9 1 9 à 9 
e po” eet PO” жб ° Yi) nho? 


Demonstrar quo se tem a igunldade (1) é provar quo: 
@ 


€ 
Mai T eb 


pac 
Do fato, multiplicando ambos os membros de (2) por =— ere 
cordando que bc = ah, temos: 


lle O q 


ita 


1 bp a 01 1 


1 = 
Mas, pta po ad 


Ent&o a (8) se verifica e, portanto, a (2) também. 
Logo, está demonstrado que se verifica а igusldado (D. 


24. Exercícios para resolver. 

1) Calcular a área de superfície gerada por um segmento АВ girando 

em torno de uma reta r, sabendo que a projeção de AB sobre r 

mode 5m e que o segmento MP 2m, quo une o meio de АВ a um 
ponto de r 6 perpendicular a АВ. 


САНЕ ETE j 
үза)” FO) Vito E 
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2) Achar a área de uma zona esférica de 4m de altura cuja área de uma 
de suas bases, que dista de 3m do contro da esfera, 6 igual a 167 
metros quadrados. 

3) Uma calota esférica de 6m de altura tem um quadrado de 32 Vm 
de perímetro inscrito em sun base. Qual a área da calota? 

4) Um arco, quo subtende uma corda de 10m, gera em uma rol 
completa em torno de seu diámetro, uma calota esférica, Qual à 
sus área? 

5) Calcule a área de uma esfera inserita em um cilindro de revolução 
cuja seoção meridiana tem de área 86112. 

(E. N. Engenharia ~ 1957). 

6) Qual a área de uma esfera cujo quadrado inscrito em sou efreulo 
máximo tem 50m? de áres? (Cap. da F. N. Filosofia — 1980). 

7) Uma esfera tem para área do uma zona esférica de 5m de altura 
G0x m2; qual a área de um de seus fusos do 50°? 

8) Qual a altura de uma zona cuja ároa é igual à do círculo máximo da 
esfera de 30m de diámetro? 


ido gerado pela rotação completa do um triángulo 


equilátero, de metros de lado, em torno do uma reta, pas- 
sando por um de seus vértices e paralela во lado oposto? 

10) Qual o volume do um setor esférico cuja base 6 uma zona do 6m de 
altura, portencente a uma esfera de Gm de raio? 

11) Qual o volume da esfera cuja área 6 314m3? 

12) Qual o volume da esfora Inscrita em um cubo de 216m" do volume? 

18) O volume de um cubo inscrito om uma esfera de volume Збкста é 

ala... cm, (E. Flum. Engenharia ~ 1957). 

14) Achar o volume de uma esfera na qual um setor esférico de 45m* 
de volume 6 limitado por uma zona de 27m? de área. 

15) Achar o raio do uma esfera sabendo que o volume de um setor, limi- 
tado por uma zona de 54m? do área 6 igual a 18m. 

16) Qual o volume de uma cunha esférica de 30º tomada na esfera de 
6m do diâmetro? 

17) Achar o volumo de um anel esférico cuja corda do segmento circular 
gerador medo бш o cuja projeção dessa corda sobre o eixo do anel 


9) Qual o volume do 


18) Um segmento esférico de duas bases tem 3m de altura e 10,m* para 
soma das áreas de suas bases. Qual o seu volume? 

19) Qual o volume do segmento esférico de uma base, sabendo que a área 
desea base é 16xm?, e que sua altura mede 2m? (r=3,14)? 

20) O volume de um cilindro circunscrito a uma esfera mede 30xm2, 
Qual o volume dessa esfera? 

21) Calcule o volume da esfera circunscrita a um cone de revolução de 


raio 6 em e altura 12em. 
(Fac. Eng. UEG — 1963). 


Esfera 


d js esferas de mesmo raio dem, têm centros nos centros das faces 
22) Seis termo e são tangentes exteriormente cineo в cinco. Calcule 
o raio da esfera tangente, exteriormente, a essas seis esferas. 

(ENE - 1982). 
23) Se V é o volume de uma esfera e V” é o volume do cilindro circular 
reto circunscrito a esta mesma esfera, ento: 4 


do 3p 
yg Y 9Y-41V 


1 
Фу-у 


у= E v ә и = 2 У arenosis - UFRJ - 107), 
ma esfera, a área de um fuso de 60 é igual A diferença entre a 
24) Numa a esfera е a área de uma zona de Sem de altura. Calculo o 
volume da esfera. (UEG - 1000). 
25) Um cone eqüilátero está inserito em uma esfera de raio К. Calcular 
о excesso do volume da esfera sobre o volume da cone. 
(B. Aeronáutica ~ 1982) 
гео circunscrito а um hexígono regular de raio igual а R 
20 Um Mum torno de um diâmetro que passa por dois vértices do 
fexkgono, Estabelecer a relação entro os volumes gerados pelo 
círculo e pelo hexágono. Cla Naa = 185 
Um ponto luminoso está situndo a 2m de distância de uma esfera de 
2) Um potus a 4m. Qual o valor da área da porção iluminada da 
esfera? (E. N. Química - 2.º época - 1946). 
28) O segmento AO é igual a 10em. 
Com centro em O traça-se uma 
2 circunferência de raio ОВ. 
AB 6 uma tangente à circunferência. 
Faz-se girar a figura em torno de 
ÃO. Pede-se o raio OB de modo 
que m superfície gerada por AB 
seja equivalente à superfície da 
esfera de raio OB. 
(E. N. Engenharia - 1942), 
29) O cone C de abertura a=60 é tangente à esfera O de raio ғ = 20cm. 


Calcular o volume compreendido entre a superfície lateral do cone 
e a parto superior da superfície da esfora limitada pela curva de 


contacto, (E. М. Engenharia — 1030). 
30) Um quadrado, de lado a, gira em torno de um eixo que passa por 
ДУ vértices, paralelo à diagonal do quadrado que não 


passa por esse vértice. Caleular o volume gerado. 

(F. N, Filosofia — 1040) 

31) Que fração da área do globo terrestre pode ser vista por um obser- 
ador situado a шта altura 4=20km? А terra é suposta esférica 
com raio R=6 300km. (E. N. Engenharia — 1947. 

32) Dadas duas esferas e sendo o raio P, da maior, igual ao dobro do 
vaio r, da menor, sabendo-se ainda que o fuso de 60º, na maior 
tem а mesma área de uma zona de 1,5m de altura, na outra, cal- 
cular о raio Æ da maior esfera. (F. N. Arquitetura — 1948). 
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33) Uma esfera está inseritu em um cubo. Calcular o volume da porção 
não ocupada pela esfera, sabendo que a aresta do cubo mede 10m 


(к = 3,1416). (E. P. C. - Exército - 1043). 


Achar o ralo de uma esfera, cuja área é média proporcional entre 
as áreas laterais de um cilindro e de um cone que têm a mesma 
altura, igual a 2m e cujo raio da base comum é igual a Im. 

(Escola Militar = 1945). 


Calcule a razão entre a área de um hemisfério e a área lateral do cono 
de revolução que tenha por hase o círculo máximo do hemisfério 
e por vértice o polo deste efreulo. 


(еве, Eng, UEG - 1904). 


Calenlar a área total e о volume do cone circular reto circunscrito 
à esfera de ditmetro Sem sabendo-se que a sua altura é o quadru- 
plo desse diâmetro, (P. N. Engenharia = 1048). 

A esfera circunscrita ao octaedro regular de aresta a tem о raio 
iguala ... ICFSCEM.- 71 - S.P) 

O volume de um cubo inscrito em uma esfers à LÊ mii; QUE 
o volume dessa esfera? T 

Qual а expressão que dá o volume V de uma esfera em função da 
aresta a de um cubo nola inserito? 

Dedurir n expressão que dá n diagonal d de um cubo inscrito em 
uma esfera de área igual а 8. 


Caleule o volume do cilindro equilátero cireunscrito a uma esfera, 
sabendo que o cilindro equilátero inserito nessa esfera tem 100m* 
de volume. (ЕМЕ - 1901). 


Dado um tetraedro de aresta a, determinar em função desta aresta: 
a) a fórmula clássica do ralo da esfera inserita; 
b) а fórmula clássica do ralo da esfera clreunscrita. 

(Escola Militar — 1087). 


Qual a relação entre os volumes de dols tetraedros regulares, um ins- 
crito e outro circunscrito a uma mesma esfera. 


(E. N. Engenharia - 1048). 


Estabelecer o valor da razão entre o volume de uma esfera de raio R 
е о de um cubo nela inserito. (E. Politécnica U. Cat. — Rio - 1053) 


Determinar o ralo da esfera na qual seja possível destacar uma calota 
de altura igual a 2m o cuja área seja igual ao triplo da superfície 
lateral do cone tendo para vértice o centro da esfera e por base а 
Pase ca: calota (E. N. Entenbnria = 1080). 


46) Um plano secante determina numa superfície esférica de raio R duas 


calotas cujas áreas estão entre si como um está рага 2. Exprima 
em função de R, a distância do plano ao centro da esfera. 


(Tent. Snn. Agronomia - Portugal = 1943) 


jo ralo 
Inserita no cone do revolução cujo 
Calcule o volume da esfera a 
c da base mede бсш e cuja área El MC E 


aedi inseri tá inscrito numa 

ular é inserito num cubo, que est a 

48) Um ra. e que está inscio mum tetraedro regular, Se » сотр. 
mento da aresta do tetraedro é 1, quel é o comprimento 


do ortaedro? (ITA — 73 8. Po. 


49) Um cubo de aresta a tem em cada vértice o centro de uma esfera 
de raio D. O volume da parte comum do cubo com as esferas 


2 (МАСК - 73 - В. P.). 
E xoc 
Respostas: 
8) 7,5m 16) Brm* 
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CAPÍTULO IX 


Secções cónicas; definições e 
propriedades fundamentais. 


1, Preliminares. Chama-se, de um modo geral, secção 
cónica ou simplesmente cónica во lugar geométrico L dos 
pontos comuns а uma superfície cónica de revolução P еа 
um plano m. 

Chamemos de a, o Angulo agudo constante que a geratriz 
de uma superfície cónica de revolução de vértice P, faz com 
O seu eixo e de 8 o ângulo agudo que um plano z faz com o 
eixo dessa superficie, 


Podemos chegar aos seguintos resultados que resumiremos 
no seguinte quadro: 


8< 
D Se o plano x pansa pelo | Pss retas coincidentes 
В>а um ponto 


В<а L curva chamada hipérbole 
Ш) Se o plano x ndo passa | < L curva chamada parábola 
pelo virio P [E e L curva chamada elipse 
P»*| Boo» L circunferência 


(I) constitui o caso limite do caso geral (II). 


As curvas denominadas elipse, hipérbole e parábola cons- 
tituem as secções cónicas, cujo estudo constitui o assunto 
desta unidade e o qual apresentaremos a seguir, 


2. Definições gerais sobre as cónicas. Chama-se arco 
e uma cónica a porgáo da mesma limitada por dois pontos, 

Denomina-se corda de uma cónica o segmento de reta 
e une os dois pontos quaisquer da cônica. 


Diámetro de uma cónica é o lugar geométrico dos meios 
cordas paralelas a uma dads diregáo, 


E Elipie 


Eixo de uma cónica é todo o diâmetro da cônica perpen- 
dicular As cordas que ele divide во meio. 
Chamam-se vértices de uma cônica aos pontos comuns а 


um eixo e à própria cônica. 
Chama-se centro de uma cónica a interseção de dois eixos 


ndiculares. 
Uma reta é secante a uma cônica, quando tiver dois pontos 


em comum com essa cônica. A tangente é à posição limite da 
secante, quando os pontos de interseção da secante se apro- 
ximam indefinidamente. 


ELIPSE 


3. Preliminares. Chama-se elipse & uma curva plana 
cuja soma das distâncias de cada um de seus pontos & dois 


pontos fixos de seu plano é constante. 

Podemos dizer, também, que elipse 6 o lugar geomé- 
trico dos pontos de um plano cuja soma das distâncias a dois 
pontos fixos do mesmo plano 6 constante. 

Esses pontos fixos chamam-se focos da elipse. 
Denomina-se distância focal a distância entre os focos. 


Raios vetores de um ponto da elipse são os segmentos 
to aos focos. 


de reta que unem esse poní 
Seja M um ponto qualquer 

de uma elipse (fig. 117), cujos 
focos sejam F e P", cuja constante 
da definição seja 2a e cuja distân- 
cia focal seja 2c. 

OF = ОР =с е FF = 2с 
então: — __ 

MF + MP 22 @ 

Marquemos sobre а reta FF 
dois pontos A' e А, tais que 
04=04'=a. 

Esses pontos A’ о А pertencem à curva pois satisfazem 
à relação (1). 


Se tragarmos a mediat 


me. 117 


sis do segmento FF, como todos 
os seus pontos são eqiiidistantes de F’ e F, os pontos da elipse 
pertencentes a essa mediatriz têm raios vetores iguais а d, 
pois a soma dêsses raios vetores é, pela (D, igual a 20. 
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a х 
станаа 
ores iguais а a, e fı BB 

Д sores qua агарышы da ver A4’ e ВВ” ао coniu He м 
x notar que cad is 

o o in ra et Ra 
que 44” е BR são diémetros da clipe e, mai dema 
perpendiculares, so os eixos da ES 
АА =2а chama-se cizo maior da elipse 
=2b diz-se eixo menor da elipse, ] 


Os D 
pontos А, A”, B e B' são os vértices da elipse (n.º 2 


e о ponto O, interseção ips 
elipse, é o centro da pr dois eixos perpendiculares da 


E temos, do triángulo retángulo BOF: 


4. Excentriei 
da elipso a ا‎ аа ера; Denomina-se excentricidade 
с 


el 


Como vimos que 
nos с<а, então 
A excentricidade de uma Aires Pisos do que ит, 


5. Traçado da eli 
T la elipse, De acordo com i 
podemos apresentar duas maneiras de pipi 


traçado: 

1.º) Traçado contínuo da eli 
elipse. 

2.º) Traçado da elipse por ni 


1.9) Para se descreve 
n er uma elij 
ы pse, por um ti 
Fizan obro (o focos da Dos М enpa epes 
4 веса, e ет toi 
€ rno des 
раю rs] Poi de extremidades ligadas de. Pepe 
mento igual a 20420 Estendendorse esse fio co | ums 
paias i pis que se faz correr sobre o plane deete 
муб в ep. Procedese assim no papel” adn 
adro-negro, as pontas do compasso 
substituídas por dois “percevejos” ou prelo * 


o 
traçado contínuo é obtido geralmente com compassos 


elipse. 


۹ ra se traçar uma elipse 
A ы 93 a pontos procede-se 
ч ў assim: marquemos os fo- 
cos F e F' o centro O 
da elipse e os vértices 
udi A e А' cftremos do eixo 

maior (fig. 118). 


Е a 2 
0 + Seja 2a o eixo maior e 
d Р a distancia focal. eme a 
seguir um ponto P air e 
і "P respectiv: Я 
F' e raios АР e AF aed 
pora жаа 10 circunferência Uu cq são 
toa M e M', os quais pertencem à elipse, 


ИР+ИР=МР-ЕМР=А'Р+РА =®а. 


jos A'P е AP respec- 
Fe F' porém com raios Apper 
rar gen descrevermos arcos de da е, e E 
E Men nos pontos N e Nº que também são ро! 
in 


i i ior, para 
r^ tomarmos outros pontos P de 9 азр; тозот, m 
marcados ol 
a ei pete P tomados devem шен» 
gos de de nferências se interceptem). 


i as circu En 
ds eod d n da elipse obtidos descreveremos a elipse. 


Onsen: elipse & 
: do da elipse concluímos que в eliper d 

rva pee ioa qua reta não a intercepta em mais de 
cu 

pontos, e 6 fechada. "n sci 
Um ponto M do espaço 6 interior, pertence exteri 


igual ou maior‏ _— ا 
i tem MF-+MF' menor, igual‏ 
à elipse conforme se‏ 


a 2a. 
Dois pontos 


FIG. 118 
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6. Observação. Demonstra-se que “a tangente à elipse 


em um de seus pontos faz ángulos iguais com os raios vetores 
desse ponto de tangência”. 


7. Círculos diretores e cfrculo principal de uma elipse. 
Denominam-se círculos diretores de uma elipse os efroulos que 
possuem como centro os focos da elipse e como raio Za. 
São, obviamente, dois esses círculos diretores. 
Chama-se círculo principal o círculo cujo centro 6 o centro 
da elipse e cujo raio é igual a a. 


Só existe, é claro, um círculo principal. 


HIPÉRBOLE 


Definições e tragado; nesfntotas; círculo rineipal e 
círculos diretores; excentricidade; tangento. 


8. Preliminares. Chama-se hipérbole & uma curva plana 
cujo valor absoluto da diferença das distâncias de cada um 
dos seus pontos a dois pontos fixos de seu plano é constante. 

Podemos dizer, também, que hipérbole 6 o lugar geomé- 
trico dos pontos de um plano cuja diferença dos valores abso- 
lutos das distâncias a dois pontos fixos do mesmo plano é 
constante, 


Esses pontos fixos chamam-se focos da hipérbole. 
Denomina-se distância focal a distância entre os focos, 


Raios vetores de um ponto da hipérbolo são os segmentos 
de reta que unem esse ponto aos focos. 

Sejam F e F' os focos de 
uma hipérbole cuja constante da 
definição seja igual a 2a e cuja 
distância focal seja 2с (fig. 119). 
ў E sejam ов pontos M e М’ 
da hipérbole, tais que: 


Г IMF- М = 2а 
[MF - MP|-2« 


Esses dois pontos pertencem 
dois ramos da hipérbole, os 
is não têm ponto em comum. 


FIG. 119 


170 Hipérbole 
7 


Para que as relações (1) existam 
triângulo M'F'F, se tenha _ 
MF-MF<FF ou 20<2 


Marquemos 
Esses pontos А e A” pertencem a 
relações (1). | 
E Todos os pontos da hipérbole são, 
segmento AA’ 22a. 


os vértices da hipérbole. 
0 Os pontos да hipérbole ım bém 


dois, em relação à mediatriz de АА’, 
ou imaginário da hipérbole. 


i da 
da hipérbole chama-se centro 
de simetria dessa cônica, 


tricidade da hipérbole a relação 
e 


1 1. 
Como vimos que a<c, e> 
A excentricidade da hipérbole é 


temos no triângulo retângulo OAC: 


Se marcarmos sobre o eixo não 


é necessário que, no 


le .". а<с 


sobre a reta FF o ponto médio O de FF 
e os pontos A” e А tais que 04'=04. 


curva, pois satisfazem 


dois a dois, simétricos 


"А é um eixo de simetria 
ta A! А e portanto A é та 
eon Ma red нена de eixo transverso da bipérbol 


ii seu eixo 
Os pontos А e A’ pertencentes à cónica e ao 


são simétricos, dois a 
que é também um eixo 


i [never so 
do simetria da hipérbole e chamamos de eixo não tra: 


O ponto de intersecção dos eixos transverso e não trans- 


hipérbole e é um centro 


i xcen- 
9. Excentricidade da hipérbole. Denomina-se е: 


maior do que um. 


i оа 

Se na figura 119, com centro еш Ое mio 00, iracarmos 

um arco de circunferéncia que intercepte Ch 
F'F levantada por 4, em um ponto C, е 


transverso os pontos B^ 


e B tais que OB'=0B=b, o segmento B'B=2b €, por analogia 
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com a elipse, chamado de comprimento do eixo não transverso 
da hipérbole, ou, apenas, de eixo não transverso. 
Quando b=a, a hipérbole diz-se equilátera. 
Nesse caso pela relacüo (2) temos: 
02-202 .`, cma 2 
e a excentricidade da hipérbole equilátera será: 


geh NB gy 
a a 


10. Tragado da hipérbole. De acordo com a definig&o 
de hipérbole podemos apresentar duas maneiras de efetuar o 
seu traçado: 


1.º) Traçado da hipérbole por movimento contínuo. 
2.) Traçado da hipérbole por pontos. 


1.º) Por movimento cowTÍNUO: Dados os focos P'e Р 
de uma hipérbole eujo comprimento do eixo transverso é 2a, 
mos em um dos focos /" a extremidade de uma régua 
que possa girar em torno de F’ е tomemos um fio, de com- 
primento igual ao da régua diminuído de 2a. 
Se fixarmos uma das extremidades do fio no foco F e 
в outra no extremo livre da régua, ao fazermos а régua girar 
em torno de Р”, mantendo-se, com uma ponta de lápis, o fio 
esticado de encontro à régua, a ponta do lápis descreverá um 
arco de um ramo da hipérbole. 
O que é fácil de ver, pois um qualquer dos pontos P 
descritos pela ponta do lápis satisfaz a relação | PF - PF" |= 2a, 
invertemos a posição da régua, fixando uma das ex- 
tremidades em F, e procedendo analogamente ao que já foi 
feito, obtemos o outro ramo da curva. 
2.º) Por rowros: Marque- 
mos os focos F’ e Р da hipér- 


bole, seu centro O e seus vérti- id x 
ces A^ e A (AA’=2a) (fig. 120). — 

Tomemos a seguir sobre o FA O AFP 
eixo transverso dessa hipérbole x 3. 


um ponto P exterior ao seg- 1 
mento FF —2c. 


Hipérbole 


Com centro em F’ е F e com raios A'P e AP respectiva- 
mente, tracemos arcos de circunferências, cujas interseoções 
são os pontos M e M’, os quais pertencem à hipérbole, pois 


[ar - МР |=| WF - WF |=| AP - AP |- 2a 


Com centro em P" e F porém com os raios AP e A'P 
respectivamente, se descrevermos arcos de circunferéncias 
eles so interceptam nos pontos N e N”, que também são pontos 
da hipérbole. 
Se tomarmos sobre o eixo transverso da hipérbole outros 
pontos P, exteriores а ГР, para cada um desses novos pontos 
marcados obteremos 4 outros pontos da hipérbole. 
Unindo esses pontos da hipérbole obtidos descreveremos 
uma hipérbole. 

Ossmavações : Do traçado da patos vemos que essa cónica 6 
uma curva convexa, pois uma reta não a intercepta em mais de dois pontos. 


Um ponto M do espago é interior, pertence ou é exterior 
A hipérbole conforme o valor absoluto da diferenga de suas 
distâncias nos focos seja maior, igual ou menor & 2a. 

11. Observação. Demonstra-se que “a tangente à hi- 
pérbole em um de seus pontos faz ângulos iguais com os raios 
vetores desse ponto". 


12. Círculos diretores e círculo principal de uma 
hipérbole. Denominam-se círculos diretores de uma hipérbole 
os círculos que possuem como centro 08 focos da hipérbole 
e como raio 2a. 

São dois esses círculos diretores. 

Chama-se círculo principal da hipérbole o círculo cujo 
centro 6 o centro da hipérbole e cujo raio é igual a a. 

Existe um único círculo principal. 

13. Assíntotas. Chams-se assíntota de uma hipérbole 
ao limite das posições de uma tangente cujo ponto de tangéncia 
tende para o infinito. 

Diz-se, às vezes, de modo menos preciso, que é a tangente 
à hipérbole no infinito. 

A hipérbole tem duas assíntotas que passam pelo centro 
da curva e são simétricas em relação aos seus eixos. 

Os eixos da hipérbole são as bissetrizes dos ângulos for- 
mados pelas assíntotas. 
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14. Construção das assín- 
totas. Dada uma hipérbole de 
centro О, focos F” e F e vértices 
A’ e A (fig. 121), tracemos com 
centro em О e raio OF=c uma 
circunferência. Pelos vértices A" 
e A levantemos perpendiculares 
ao eixo transverso da hipérbole, 
Sejam M, N, P e Q os pontos 
de intersecção dessas perpendi- 
culares com a circunferência de 
centro O e raio c. 

'Tracemos o retângulo MN PQ. FIG. 
As retas suportes das diagonais E 
gn iios são as assíntotas da hipérbole. 

ote-se que o retângulo МУРО tem para lad i 
E y 
rm és yer MUS que a=b e portanto o nosso re- 

se reduz a um 

evidentemente perpendiculares, uve 


PARÁBOLA 
Definição o traçado; diretriz; tangente 


15. Preliminares. Chama-se parábola в uma 
plana cujos pontos distam igualmente de uma reta fixa e de 
um Los fixo pertencentes a esse plano. 
Podemos dizer, também, que a parábola é o lu 
rage dos pontos de um plano eqüidistantes de au pi 
e de um ponto fixo pertencentes a esse mesmo plano, 
O ponto fixo chama-se foco da parábola; 
pirita Fixe dicas direis da parábola, УШ 
Denomina-se parâmetro da parábola 
distância do foco à diretriz. a 
Raio vetor de um ponto da parábola é o 
segmento de reta que une esse ponto ao foco. 
Sejam o ponto F e a reta d, respecti- 
уаш олыга a dist de uma pé 


bola (fig. 122). 


Parábola 


'Tracemos por F uma perpendicular à reta d е seja P о 
ponto de intersecção dessa reta com d. 

O ponto 4, ponto médio de PF, pertence à curva, pois 
dista igualmente de Ё e d. Como todos os demais pontos 
da parábola são simétricos em relação à reta PF, então PF 
é um eixo de simetria da curva, denominado ero da parábola, 
e o ponto А da curva que também pertence ao seu eixo é о 
vértice da parábola. A parábola não tem centro, pois admite 
um único eixo. 

É fácil de concluir que os pontos da parábola pertencem 
ao semiplano de origem d, ao qual pertença F. E que o foco 
não pode pertencer à diretriz, pois nesse caso a parábola se 
reduziria a uma reta. 


16. Traçado da parábola. De acordo com a definição 
de parábola podemos apresentar duas maneiras de efetuar o 
seu traçado. 


1.º) Traçado da parábola por movimento contínuo. 
.°) Traçado da parábola por pontos. 


1.º) Por MOVIMENTO contínuo: Dadas a diretriz d e o 
foco F de uma parábola façamos coincidir a aresta de uma 
régua com d e deslisar sobre essa aresta da régua um cateto 
de um esquadro. Se tivermos fixado as extremidades de um 
fio, no vértice do esquadro, que não desliss sobre a régua e 
no foco F respectivamente, ao estendermos esse fio com uma 
ponta de lápis, temos que, à medida que o esquadro desliza 
sobre a régua, a ponta do lápis descreverá um arco de pa- 
rábola. 

2.9) Por pontos: Sejam dadas a di- 
retriz d e o foco F de uma parábola 
(fig. 123). 

'Tracemos a perpendicular à reta d 
passando por F, е seja P a intersecção 
dessas retas. Tomemos uma reta r para- 
Jela a d e seja 1 a intersecção de r com РР. 
Com centro em F e raio igual a PI trace- 
mos um arco de circunferência que inter- 
cepta r uos pontos M e N. 

Os puntos M e N pertencem à pa- 
rábola porque: 
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MF-NF-PI (raios de uma mesma circunferência). 

MC=BN=PI (paralelas compreendidas entre paralelas) 
e portanto, distam igualmente de F e d. 

Repetindo-se o que foi feito para outras retas r paralelas 
à diretriz d, obteremos outros pares de pontos M e N perten- 
centes à parábola, 

Unindo esses pontos obtidos desereveremos a parábola, 

Para que se possam obter os pontos M e N 6 necessário 
que as paralelas traçadas interceptem pontos Q da reta РР 
à direita do ponto médio de PF, ou seja,à direita do vértice А. 


Оввккулбкз: A parábola é uma curva convexa. 


A Um ponto M do espaço é interior, pertence ou é exterior à 
Д parábola conforme sua distância ao foco веја menor, igual 
ou maior do que sua distância à diretriz. 


ue 17. Propriedades relativas à parábola. A parábola 
-Y pode ser considerada como uma elipse em que um vértice e 
4 o foco mais próximo se conservam fixos e o outro foco tende 
s para o infinito. Isto porque se considerarmos uma elipse de 
: focos F' e F e vértices A’ e A, e uma parábola cujo vértice 
I coincide com A’ e o foco com F’, quando o foco F se afastar 
£ de P' se aproximando do infinito, o círculo diretor do foco Р 
m da elipse tende para a diretriz da parábola e o cfreulo principal 
da elipse tende para a tangente à parábola no seu vértice AÑ 
Dessa forma, podemos estender as conclusões relativas à 
elipse ao caso da parábola. 
Assim poderemos enunciar os seguintes teoremas, que 
nada mais serão do que corolários de outros teoremas que são 
relativos à elipse. 


Premo TEOREMA. A tangente à pardbola em um ponto 
é а bissetriz do ângulo formado pelo raio vetor do ponto com а 
perpendicular traçada por esse ponto à diretriz. 


Snauxpo тконкмл. O lugar geométrico dos pontos simé- 
tricos do foco da parábola em relação às tangentes dos pontos 
da parábola é a diretriz da parábola. 

Tencumo TEOREMA. O lugar geométrico das projeções do 
foco da parábola sobre as tangentes aos seus pontos, é a tangente 
ù parábola no seu vértice. 


Teorema de Dandelin 


Ur 
@ 


AS SECCÓES DETERMINADAS POR UM PLANO 
NUMA SUPERFÍCIE CÓNICA DE REVOLUÇÃO 


18. Preliminares. Vimos, no quadro apfésentado (n.º 1) 
no início do estudo dessa unidade, as diferentes espécies de 
весбев determinadas por um plano sobre uma superfície 
cônica. Observamos, também, que as várias secções se redu- 
ziam a trés curvas chamadas elipse, hipérbole e parábola, as 
quais, logo a seguir, estudamos. 

Enunciaremos agora o teorema que prova que essas trés 
espécies de secções que acabamos de citar coincidem respecti- 
vamente com as trés curvas estudadas, 


19. Teorema de Dandelin. A secção determinada pela 
ан аш de uma superfície cônica de revolução com um 
plano é: 


1.º) uma elipse, quando o plano intercepta todas as gera- 
trizes da superfície cónica sobre uma mesma folha dessa su- 
perfície (8> a); 

2.) uma hipérbole, quando o plano intercepta as duas 
folhas da superfície cônica (8 < a); 

х 3.) uma parábola, quando o plano 6 paralelo а uma 
geratriz da superfície cónica (8= а). 


20. Observação. A demonstração desse teorema deixa 
de ser apresentada, por ser laboriosa e por ser quase impossível 
de ser bem realizada, nas condições atuais, principalmente, 


TRIGONOMETRIA 
(Segundo Ano) 


CAPÍTULO I 
Noções sobre vetores 


1. Grandezas escalares e vetoriais. As grandezas com 

as quais devemos lidar podem ger classificadas em: 

e zr | 
grandeza diz-se escalar quando pode ser definida 

à opondo demente da noção de direção. Exemplos: 

Comprimento, volume, massa, densidade, temperatura . . 

Elas são definidas por um número relativo que indios Y a 
relação entre elas e as suas unidades de medida. 

Uma grandeza diz-se vetorial, quando sua definição não | 
pode prescindir do conceito de direção. Exemplos: 

Velocidade, aceleração, força . . 

Para estudar as grandezas vetoriais, precisamos de um 
novo ente matemático que possibilite a representação dessas 
grandezas. 

Esses novos elementos denominados vetores serão estu- 
dados adiante. 

2. Reta orientada; eixo, Chama-se reta orientada а 
was reta na qual se escolhe um sentido positivo de percurso 
para um móvel que nela se desloque. 

o sentido de percurso contrário ao escolhido 6 o sentido 


Indicamos geralmente o sentido positivo com uma reta. 
` Assim, na figura 1, o sentido positivo 6 o sentido de percurso 
de A para B. 


Vetores 


Be sobre a reta orientada z'z (fig. 2), marcarmos um 
ponto arbitrário 0, chamado origem, e adotarmos uma unidade 
de comprimento u, diremos que temos um eixo. 


Usualmente, dizemos que um eixo é uma reta orientada. 


3. Segmento de reta orientado. Sc tómarmos sobre 
um eixo z'z dois pontos A e B (fig. 1) ficam formados dois 
segmentos de reta orientados: AB de origem 4 e extremidade 
B e BA de origem B e extremidade 4. 

Chama-se sentido de um segmento orientado AB ao sen- 
tido de percurso do móvel que se desloca da origem А рага а 
extremidade В. O sentido de АВ será positivo ou negativo 
conforme coincida ou não com o sentido do eixo 2'z, suporte 
do segmento. 

Denomina-se módulo ou valor absoluto de um segmento 
orientado AB a medida do segmento geométrico cujos extre- 
mos Á e B coincidam com os extremos do segmento orientado. 
Representamos assim: |AB| 

Medida algébrica do segmento orientado AB é o número 
relativo de módulo igual ao do segmento AB e de sinal posi- 
tivo ou negativo conforme o seja o sentido do segmento. 
Representamos assim; (АВ). 

Assim, na figura 1 os segmentos orientados AB e BA têm 
sentidos contrários, o mesmo módulo |AB| e medidas algé- 
bricas simétricas (AB) = — (BA). 

Dois segmentos orientados dizem-se equipolentes, quando 
um coincidir com o outro mediante um movimento de trans- 
lação. 


4. Vetores. Dizemos que todos os segmentos eqüipo- 
lentes a um certo segmento orientado AB correspondem a um 
determinado vetor, que pode ser representado arbitrariamente 
por um qualquer désses segmentos equipolentes entre ві. 


Um уеќог AB de origem А е extremidade B 6 represen- 
tado por AB, u ou B-A. E, А e B nada mais são do que 


a origem e a extremidade de um dos segmentos orientados 
equipolentes, que podem representar o vetor. 
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Um vetor é caracterizado por 3 elementos: dij 
a eto po men! lireção, sen- 


a) Draeção — é a da reta suporte do segmento orien- 
tado que representa o vetor. 

b) — SzNTIDO — é o sentido desse segmento orientado, 

€) MópuLo — é o módulo desse mesmo segmento orien- 


5. Classificação dos vetores. 


Livres 
Tiros DE VETORES | Localizados ( a um ponto 
ou ligados | a um eixo (deslizantes) 


6. Vetores livres. Um vetor é livre, quando sua origem 
pode coincidir com um ponto qualquer do espaço, hers 
veados, porém, seus atributos de módulo, sentido e direção do 
seu suporte. 

Dois vetores livres dizem-se egüipolentes, quando o forem 
os segmentos orientados que os representam. 

Os vetores livres de mesma direção chamam-se colíneares. 
Os seus suportes são paralelos ou coincidentes. 

Três ou mais vetores livres dizem-se complanares, quando 
seus suportes são paralelos a um mesmo plano. 

Dois vetores livres dizem-se simétricos ou opostos, quando 
têm a mesma direção, mesmo módulo, e sentidos contrários. 


T. Vetores localizados. Um vetor cuja origem é um 
ponto fixo do espaço diz-se vetor localizado nesse ponto. 

Um vetor diz-se localizado em um eizo ou deslizante, quando 
sua origem pode coincidir com um ponto qualquer do seu 
suporte. 

“Chama-se valor algébrico ou medida algébrica de um vetor 
deslizante ao número relativo que exprime o módulo do vetor 
precedido de sinal + ou -, conforme o sentido do vetor seja 
positivo ou negativo. Indicamos a medida algébrica ou valor 


algébrico de AB рог AB. 


{ 8. Vetor nulo; vetor unitário. Chama-se velor nulo 
ао vetor cujo módulo é nulo e cujo suporte é indeterminado. 


Vetores 


3 Denomina-se velor unitário a todo vetor de módulo igual 
à unidade. 

Chama-se vetor unitário de um eixo ao vetor unitário que 
tem por suporte esse eixo e cujo sentido é o sentido positivo 
do eixo. ^ 
Daqui em diante, salvo indicação em contrário, usaremos 
a palavra velor, quando nos quizermos referir a um vetor livre. 


9. Equipolências. Quando dois vetores AB e OD forem 
eqüipolentes, indicaremos esse fato usando o sinal de igual. 
iun 


Assim: AB = CD. 

Essas igualdades entre vetores denominam-se eqüipo- 

1ёпсїаз. 

10. Resultante ou soma geométrica de dois vetores. 

Sejam v e v dois vetores (fig. 3). Tomemos um ponto O qual. 
EN > 

quer do espaco e tracemos por ele о vetor 11 eqiipolente в Y, 

e, pela extremidade M de wi, tiremos о vetor v: eqüipolonte 

> > 
av O vetor 5, de origem O igual à origem de v, e de extre- 
> 


midade N igual à extremidade de vi, denomina-se resultante 
ә ә 


> > 
ou soma geométrica dos vetores u e v, e escrevemos: S=uto. 

É fácil de ver pela figura 3 
que a resultante obtida inde- 
pende da ordem em que se 
tomam os vetores eqüipolentes 


De fato, se tomarmos pri- 
meiro o vetor OM eqüipolente 
a v e, pela extremidade Mi, ti- 
rarmos o vetor de origem Mi 

E 
eqüipolente a u, sua extremi- 
dade, em virtude das proprie- 
dades dos paralelogramos, coin- 
cidirá eom N. 


O paralelogramo formado pelos vetores ui, dj, uj e юз 
ШИ УЫ paralslagramo: da oss баа A ташаа 


=» 
vetores u e v 6 a diagonal do paralelogramo, e é fácil obser- 


- AO 

г que u Fv = v u, que constitui a propriedad a 

tativa da adição de 2 vetores. ED 
É fácil de ver também (fig. 3) que o módulo da resultante 

de dois vetores não colineares é menor do que a soma dos 


. módulos desses vetores e maior do que a sua diferença. 


11. Resultante de dois vetores colincares. Se 08 


>> > 
vetores u e v são colineares a resultante 5 tem a mesma dire- 
ção, o seu módulo será a soma ou a diferença dos módulos 


> > 
de u e v, conforme esses vetores tenham, respectivamente, 


. mesmo sentido ou não, e o seu sentido será o do vetor de 


maior módulo. 


Se os dois vetores colineares süo opostos, sua resultante 
será um vetor nulo. 


12. Resultante de mais de dois vetores. Sejam os 
وو بو‎ 
vetores u, v, т, & (fig. 4). 

E Ainamo por um ponto arbitrário do espaço 0 um vetor 
ОА = u, depois pelo ponto А, 
> > 
tracemos AB = v, pelo ponto 

ES zs 
B um veior BÓ =z o assim _97 El 
sucessivamente. Ao vetor, que 
tem como origem 0, a do vetor 
eqüipolente ao primeiro veior 
dado, e para extremidade D, & 
до vetor eqüipolente ao último 
vetor, chamamos de resultante 
dos vetores dados. 
> ә 2, ә ә 
Зено сф 
О contorno poligonal 


OABCD denomina-se 
“os vetores. q. 


DL 


Teorema de Chasles 


Se a extremidade do vetor eqüipolente ao último vetor 
- dado, coincidir com а origem do vetor, a resultante é пша. 

E é fácil de concluir que o módulo da resultante de 3 
ou mais vetores 6 menor ou igual à soma dos módulos desses 


vetores. 
Será igual, se os vetores forem colineargs e de mesmo 


sentido. 

13. Teorema de Chasles(*). Dados três pontos 4, B,C, 
sobre uma reta, temos sempre 

AB + BO +04 =0 m 


A B с Esse teorema também é enun- 

ciado assim: A soma de três ve- 
tores colineares, tais que a origem 
de cada um deles coincida com a 


A ç B extremidade do anterior, é nula. 
FIG. 5 Quaisquer que sejam as posi- 
ções desses pontos se verifica a (D. 


Sejam ABC, (1.* posição, fig. 5) nessa ordem. Temos: 
AB + BO = AC 
Mas. Аб = -GA .'. AB+BC-AC=0 
AB + BC + TA =0 
A relação (Т) ainda é verdadeira qualquer que seja a 


posição dos pontos. 
Sejam A, C e B nessa ordem (2.º posição, fig. 5). Temos: 


AB = AC+OR.. AB-AC-CB=0 
AB + BC +04 =0 
Esse feorema de Chasles pode ser generalizado para um 
número qualquer de pontos localizados em um eixo. E pode 
ent&o ser enunciado assim: Dados vários pontos A, B, 0,..., 
K, L sobre uma reía, enire as medidas algébricas dos segmentos 
determinados por esses pontos existe sempre à relagáo 


AB + BC +....+ KL LA =0 
enunciado que exprime o chamado teorema de Moebius.(**) 


(9) М. Cmasurs, сёзге golinetra e professor (1708-1880). 
(9) A. F. Mosta, matemático, astrônomo e professor alamo (1700-1868) 


CAPÍTULO П 


Projecóes 


1. Projeção ortogonal de um ponto sobre um eixo, 
Chama-se projeção ortogonal de um ponto sobre um eixo o 
pé da perpendicular baixada do ponto sobre o eixo. 

Assim, na figura 6 o ponto 
P é a projeção ortogonal do 
ponto M sobre o eixo z'z. 

O segmento MP é a proje- 
tante do ponto M. s 


2. Projeção ortogonal de 
um vetor sobre um eixo. De- 
nomina-se projegáo ortogonal de 
рата Sobre шт eixo a um 
vetor cuja origem e cuja extremidade são, re: tivam 
as projeções ortogonais da origem e da extremidade do ees 
dado sobre o eixo. 


s E 
Na figura 7 o vetor PQ 
localizado sobre o eixo z/z 6а 


projegáo ortogonal do vetor MN 
sobre o eixo z'z. 


Se o vetor for perpendicu- 
lar ao eixo, sua projeção é nula. 
3. Projeções de vetores eqtiipolentes. 


а) As projeções de um mesmo vetor sobre eixos paralelos 
são vetores eqüipolentes. 


T a x 


Teorema de Carnot 


b) A projeção de um vetor, paralelo a um eixo, sobre 
esse eixo é um vetor eqúipulente во vetor dado. 


c) As projeções de dois vetores eqüipolentes sobre um 
mesmo eixo sáo vetores eqüipolentes. 


4. Teorema de Carnot(*). * 


A medida algébrica da projeção da resultante de dois 
ou mais vetores sobre um eixo é igual à soma dae 


algébricas dus projeções desses vetores sobre 
esse eixo, 


222 > Я 
Sejam os vetores и, v, т е w, por exemplo, e iracemos 


por um ponto O do espago о vetor Ab=u, pela extremidade 
B o vetor Bl=P е pela extre- 
y E >> 
“صر‎ y midade C o vetor DE=w. O 
—— vetor AE é a resultante desses 
vetores. 
в 


Se projetarmos esse con- 
torno poligonal de vetores sobre 
a'z (fig. 8), as projeções serão 

— mh. pm 
os vetores A'B', B'C', C'D', 
> > 
D'E', AE”. 

E, pelo teorema de Chasles, 

generalizado, temos: 
WE + BFC + CD + D'E + E'A = 0 
<. TF + FT + TD + DE = -EA = АЕ 

E esta última expressão justifica o enunciado do teorema 

de Carnot. 


5. Valor da projeção de um vetor sobre um eixo. 
A medida algébrica da projegào de um vetor localizado em 
um eixo sobre outro eixo é igual ao produto da medida algé- 
brica desse vetor pela medida algébrica da projeção do vetor 
unitário do primeiro eixo sobre o segundo. 


T N. L. B. Cammo, célebre físico francéa (1790-1892). 


Sejam dois eixos zz e уу, 


complanares, e seja o vetor PQ 
localizado sobre z'z, cujo vetor 


unitário 6 АВ (fig. 9). 
| er mk 
Projetando PQ e AB sobre 
Е 
уу, obtemos os vetores P'Q' e A'B’. 


Como um feixe de paralelas determina sobre duas trans- 


versais segmentos proporcionais, temos: 
Tj PU 
AB A'B" 
Mas 4B= 1, 20. РӘ 
1 A'B’ 
e PQ = PQ . AB 
o que confirma o que havíamos enunciado. 


CAPÍTULO Ш 


Relações Trigonométricas 


1. Circunferência orientada. Uma circunferência: diz- 
se orientada, quando escolhemos, convencionalmente, um 
sentido de percurso para um móvel que nela se desloque. 

O sentido de percurso escolhido chama-se sentido positivo 
e o sentido contrário 6 o sentido negativo, 

Em geral escolhe-se, como sentido positivo, o sentido 
contrário ao movimento dos ponteiros de um relógio. 

Indica-se o sentido positivo por uma flexa curvilínea colo- 
cada na própria circunferência ou fora dela (fig. 10). 

Chama-se círculo orientado ao círculo cuja circunferência 
6 orientada. 


2. Generalização da noção de arco. A noção de 
arco estudada na Geometria no Curso Ginasial, é aqui ampliada 
em dois aspectos. 


1.5) Os arcos passam a ser orientados. Isto é, um arco 


AB tem a sua medida dotada de sinal + ou -, conforme o 

sentido de percurso do móvel, indo de sua origem A para sua 

extremidade B seja, respectivamente, igual ou não ao sentido 

positivo da circunferência orientada, onde foi descrito. Assim, 
A 


~ 
na figura 10, o arco AB é positivo e o menor arco MN 6 negativo. 


2.) Passamos a considerar 

os arcos maiores do que 360°. 

Isto é, passamos a considerar 
А 


um arco qualquer АВ como sen- 
do descrito por um móvel que, 
partindo de sua origem A, 
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alcance sua extremidade B, percorrendo a circunferência, no 
mesmo sentido, uma ou mais vezes. 

Concluímos dessa generalização que existe uma infinidade 
de arcos de origem A e extremidade B, mas de medidas dife- 


~ 
rentes. Dizemos entáo que um arco orientado AB admite 
uma infinidade de determinações. 


3. Arcos côngruos. As várias determinações de um 


mesmo arco orientado AB são arcos cóngruos. 


Assim, chamamos de arcos cóngruos aos arcos da mesma 
origem e mesma extremidade. 


4. Expressão geral da medida algébrica de um arco. 
Chamamos de medida algébrica de um arco orientado a medida 
desse arco precedida de sinal + ou =. 


~ 
Seja um móvel que descreve um arco orientado AB, no 
sentido positivo, e seja a radisnos a medida algébrica do arco 
descrito pelo móvel, partindo de A, até encontrar, pela pri- 
meira vez, a extremidade B. 


^ 
É a, pois, a menor determinação do arco AB. 
Continuando o móvel & percorrer a circunferência, sem- 
pre no mesmo sentido, as medidas algébricas dos arcos por 
ele descritos, cada vez que atingem novamente a extremidade 
B, são, respectivamente: 


2r +a, 2 X 2r +a, 8 X2r +a, ... 


~ 
De um modo geral, sendo o arco geométrico AB = a, a 
expressão geral da medida algébrica do arco orientado AB 


será: 
2nr4a (ID 


onde o número inteiro n, positivo ou nulo, indica o número 
de voltas descritas pelo móvel. 


^ 
Se o ponto móvel descreve o arco orientado AB no sen- 
tido negativo, partindo de A, ao encontrar pela primeira vez 
a extremidade B terá descrito um arco cuja medida algébrica 
6 -(Qx-a) = -2т +8. 


Expressão geral de um arco 


Continuando o móvel a percorrer a, cireunferéncia, sempre 
mo mesmo sentido, as medidas algébricas dos arcos por 
descritos, cada vez que atinge novamente A extremidade B, 


são, respectivamente: 
- + (т + a) = -2X?ra-8XÍetno | 
De um modo geral, a medida algébrica de um arco AB 
descrita por um móvel que, deslocando-se no sentido negativo, 
dá n voltas, será: 

- An + Dr +a ш) 
As expressóes (II) е (III) podem ser resumidas em uma 
expressáo: 


onde le é um número inteiro relativo, e que constitui a expres- 
são geral de um arco orientado cuja menor determinagáo posi- 


tiva 6 a. 


5. Observação. Da expressão obtida no número anterior 
concluímos que dois arcos côngruos diferem de um número 
inteiro, positivo ou negativo, de circunferência. 

E a expressão 2km + a é a expressão geral dos arcos 


côngruos com q. 


6. Generalização da noção de ângulo. Assim como 
generalizamos a noção de arco da Geometria, definindo-se 
arco orientado, podemos generalizar também a noção de 
ângulo. { . 
Seja uma semi-reta 02 de origem 0, Essa semi-reta pode 
girar no plano no sentido dos ponteiros de um relógio ou no 
sentido contrário. | 

Adotaremos como sentido positivo de percurso de 0z o 
sentido contrário ao dos ponteiros do relógio; o outro sentido 
será o sentido negativo (fig. 11). 
19) Quando a semi-reta Oz parte de uma posição Or, girando 
mo de O até uma posição OS, terá descrito um 
Angulo de lados Or e Os. O lado Or denomina-se origms 
e o lado Os extremidade. (fig. 11). 


ьа 


S de e 
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Esse ángulo será positivo ou a 
negativo conforme a semi-reta móvel 
tenha girado no sentido positivo 
ou negativo, O ángulo assim defi- Y 
nido diz-se orieritado. 

E será de uma volta se par- 
tindo de Or, sempre no mesmo sen- 


tido, retornar a Or. na 


. 25) Consideramos também os ángulos maiores do que 360º, 

Isto 6, passamos a considerar um ángulo qualquer 2 
como sendo o ângulo descrito por uma semi-reta móvel 
que, partindo da origem Or, alcance a extremidade 08 
(fig. 11), girando em torno de 0, no mesmo sentido, 
de um ângulo orientado que, em valor absoluto, seja 
maior do que um ângulo de uma volta. 


Concluímos dessa generalizagáo que existe uma infini- 
dade de ángulos de mesma origem e mesma extremidade, 
mas de medidas diferentes. 


Dizemos, entáo, que um ángulo orientado z admite uma 
infinidade de delerminações. 


A medida algébrica de um ángulo orientado 6 a medida 
desse ángulo com sinal + ou =. 


E ainda para a expressüo geral da medida algébrica de 
um ângulo orientado, vale a relação do n.º 4, 


2 = 2kr4a 


onde a é, em radianos, а menor determinação de z e k é um 
número inteiro relativo. 


FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS DIRETAS 


7. Preliminares. A Trigonometria é a parte da Mate- 
mática cujo objetivo é a resolução dos triângulos por meio 
do cálculo. Isto é, seu objetivo é poder, pelo cálculo, já que 
ов processos geométricos são falhos, determinar os elementos 
desconhecidos em função dos que são dados. Esse problema 
é de grande importância, pois é fundamental na navegação 
marítima ou aérea e, na Engenharia, na parte que se refere 
à Topografia, por exemplo. 


A resolução dos triángulos pelo cálculo, muito mais rigo- 
rosa do que a solução gráfica, apresenta, todavia, dificuldades 
a vencer. A maior delas é relative ao uso simultáneo dos 
ados, que año segmentos de reta, e dos ângulos, nas mesmas 
fórmulas. 

Essa grande dificuldado desaparece com “a substituição 
dos ángulos por números intimamente ligados а esses ângulos 
e denominados junções trigonométricas, 


8. Círculo trigonométrico. Chama-se círculo trigono- 
métrico no círeulo orientado de raio igual à unidade de compri- 
mento. 

Esolaregamos, para evitar futuras confusões por parte do 
aluno, que o raio pode ter qualquer valor, como, por exemplo, 
R = lcm ou R = 2,45 cm. Apenas esse valor do raio será 
considerado como unidade de comprimento para as medidas 
dos segmentos considerados no círculo trigonométrico. 

Consideremos um círculo trigonométrico 0 e tracemos 
por O o eixo horizontal z's e o eixo vertical y'y (fig. 12). 

O ponto A intersecção do eixo 2/2 com а circunferência O 
6 o ponto a partir do qual serão marcados todos os arcos e 
chama-se origem dos arcos. 

Esses dois eixos 2/2 e уу dividem o círculo trigonomé- 
trico em 4 quadrantes que são designados por 1.º, 2.º, 3º e 

.º, a partir da origem dos arcos e no sentido positivo de per- 
curso, conforme indicamos na figura 12. 

Um arco se diz do 1.º, 25, 3.º ou 4.º quadrantes, segundo 
sua extremidade pertença во 1.º, 2^ 3.2 ou 4.º quadrantes, 
respectivamente. 

Os pontos А, B, A’ e B' 
pertencem simultaneamente а 
dois quadrantes consecutivos, 
isto é, cada um dos ángulos 
ou arcos de 0º, 90º, 180º e 270º 
são considerados como perten- 
cendo a dois quadrantes conse- 
eutivos. 

O ponto B extremidade do 
1.º quadrante e origem do 2.º, 
denomina-se origem dos comple- 
mentos. 


Trigonometria — Segundo апо 


Podemos considerar ainda trigo; 
métrico os dois seguintes puni dera LN! pi 


a) o eixo Ш tangente ао ciri i 
i vulo trigonométri 
origem А dos arcos e cujo vetor unitário e eqüi- 


кч 
polente а OB; 


b) o eixo s's tangente ao i 
círculo trigonométrico na ori, 
dos complementos e cujo vetor unitário é equipo: 


lente а OA. 


9. Funcóes circulares di 
s ea es diretas. Ав funções trigonomé- 
ae como já vimos, objeto fundamental da 


São em número de seis e sã co-seno, 
io chi : 
tangente, co-tangente, secante e pa di 


São representadas i 
bsc iae о АШ ы ааш quando se referem а 


senz, cosz, tg x, COLE x, sec z e cosec a 
10. Seno de um arco. 


DzriNig&o. Seno de um arco FRA = a (fig. 13) é a 


medida algébrica do vetor 00 proj JM 
e projeção de j 
germ eot шга do círculo е Шү Кога d Papa fe 
obs б j ^ ij 
оку ромео d Y o denominado de eixo dos senos. 
~ 
como seno do arco AM; = a 
B, médica algébrica do vita 
PM, eqüipolente а 0%. 
rud por sen a. 
, É fácil de ver, observand 
a figura 13, que de senos dos 
Arcos do 1.º e 2.º quadrantes 
. São positivos e que os senos dos 
arcos do 3.º e 4.º quadrantes 
“são negativos, pois as medidas 
algébricas das projeções sobre 


о eixo dos senos é positiva nos dois primeiros quadrantes 

e negativa nos dois últimos. 

Como a medida algébrica de um vetor é um número rela- 
tivo, então o seno é um número relativo. 

É fácil de ver, também, que dois arcos cóngruos têm o 
mesmo seno. ^ 

~ 

Variação ро вимо. Fazendo um arco AM crescer de 
0° a 360°, isto 6, fazendo um ponto móvel percorrer, partindo 
de A, toda a circunferência, vejamos como variará o seno desse 


^ 
arco AM (fig. 13). 

Quando o ponto M estiver em 4, o seno é nulo; à medida 
que M se for deslocando de 4 para B, o seno vai crescendo 
até que, quando M estiver em B, o seno será + 1, pois é a 


medida do vetor unitário OD. 

Quando o ponto M se deslocar sobre в cireunferéncia, de 
B para A”, isto é, de 90º a 180º, o ponto Q se deslocará sobre 
o eixo dos senos de B para 0; ou seja, quando o arco cresce 
de 90º a 180º, o seno decresce de 1 até zero. 

Quando o ponto M se deslocar sobre a circunferência de 
A? até В’, o ponto Q se deslocará de 0 até B’, isto é, quando 
o arco cresce de 180º a 270º, o seno decresce de zero a -1 


(medida algébrica de 027. 

Quando, finalmente, o ponto M se deslocar sobre a circun- 
ferência de B’ pare A, o ponto Q se deslocará sobre o eixo 
dos senos de B até 0. Isto é, quando o arco crescer de 270º 
a 360º, o seno crescerá de ~1 até zero. 


Podemos resumir variação do seno no seguinte quadro: 
0° 790° ^ 180» 2270º 7 360° 
0 2+1n04—120 | 


2: 83» 4 
a e AE 


1º 
E 


, Onssnvagko. Pelo quadro acima, vernos que ~1 e +1 são os valores 


mínimo e máximo, respectivamente, do seno. 


luto, seno maior do que a unidade. 


O seno variando entre —1 e 1, não pode, pois, haver, em valor abso- 


1 
А zenz do 
потіпа-ве co-secante, е representa-se por cosec х. Logo 


совес = = 


11. Co-secante. О valor inverso do seno, 


nz 
A função circular direta y=cosec т é pouco empregada, e 
pode sempre ser substituída por 


senz 


12. Co-seno de um arco. 
Derimção. Co-seno deum 

arco AM; =a (fig. 14 6 a 

medida algébrica do vetor OP, 


projeção do vetor OM, cuja 
origem é a do centro do cfreulo 
trigonométrico e cuja extremi- 
dade é a extremidade do arco, 
sobre о eixo zz, denominado 
eixo dos co-senos. 
Representa-se assim: cos a. 


É fácil de ver, observando a fi 

14, que os co-senos 
dos arcos do 1.º e 4º quadrantes К positivos 
3.º quadrantes são EA "нне o ne. aue 


Variação DO CO-sENO. Procedendo de mi 

V . odo análo, 

que fizemos no estudo da variação do seno, podemos tada 
o estudo da variação do co-seno, quando o arco AM crescer 
de 0º & 360º, no seguinte quadro: 


Variação do arco . | 0° 790° 21800 22700 ^ 
Variação co-seno.. |+130w—1202+1 = 


Quadrantes . 1º * „ > 
Sae eur] d omo o 


Onexnvacóns : + 
15) O озеш, sendo а medida algébrica de um vetor, 6 um número 


2.) Dois arcos côngruos têm o mesmo co-seno. 
3.) O co-seno, assim como o seno, varia de -1 a +1. O 
, , - . O valo 
alo de umi en tete. DD Joa Re andas de que a d 


Secante e lungente 


1 
13. Secante. O valor inverso do co-seno, x 


se secante e representa-se por вес =. Logo secz = созт 
A função y — sec z é pouco usada e pode sempre ser substituída 
1 


POF Tosa ` 


14. Tangente de um arco. PN 
Durrxição. Chama-se tangente de um arco AMr=a 


i AT i bre о 

3 a medida algébrica do vetor AT, localizado sob 
e Elas origem é a origem А dos arcos e cuja extremidade 
6 a intersecção do eixo /' com 
o suporte do raio que passa 
pela extremidade do arco. 
O eixo 11 chama-se eixo 
das tangentes. 
E fácil de observar (fig. 15) 
que: as tangentes dos arcos 
do 1.* e 3.º quadrantes são posi- 
tivos, pois, nesses casos, o vetor 
AT tem sua medida algébrica 
positiva; e as tangentes dos 
arcos do 2.º e 4.º quadrantes 
são negativas. 
VARIAÇÃO DA TANGENTE. 


Fazendo um arco AM erescer de 0º a 360º, vejamos como 

variará a tangente. 

Quando o ponto M estiver na origem A, o ponto T também 
i i ula, isto é, em 0º 

af estará, e a medida algébrica de AT é nula, , 

а tangente é nula. À medida que o ponto so deslocar sobre 

a circunferência de A para B, a tangente vai crescendo, uem 

o ponto T' se irá deslocando sobre o eixo das tangentes, п 

sentido positivo desse eixo. 

Ao aproximar-se M, sempre mais, de B a tangente cresce, 

sempre mais, indefinidamente. 


FIG. 15 


Trigonometria — Segundo ano qro 


Se chamarmos de p um arco variável que tende a zero e 
de +œ uma variável que cresce indefinidamente, podemos 


escrever: tg (90-97) = + o 


Quando o ponto M atingir B, a reta suporte de OM é 
paralela ao eixo tt, não o interceptando, portanto. Não ha- 
verá ponto 7 de intersceção; então, a tangente não existe 
para 90°. 

Logo que o ponto M ultrapassa В, a tangente torna-se 
bruscamente negativa, porém ainda infinitamente grande em 
seu valor absoluto. E, podemos também escrever: 


tg (90° + p) =- œ 


À medida que o ponto M se deslocar sobre a cireunfe- 
rência no 2.º quadrante, a tangente vai crescendo até zero, 
о que se dará quando o ponto M atingir A”. Temos: 


tg 180º = 0 


Quando o ponto M se deslocar sobre a circunferência, 
de A" até B’, o ponto T percorrerá, sobre o eixo das tangentes, 
о mesmo percurso percorrido na variação do 1.º quadrante. 
Ou seja, a tangente assume cm grandeza e sinal, e na mesma 
ordem, todos os valores do 1.º quadrante. 

Quando, finalmente, o ponto M se deslocar sobre a cireun- 
ferência de B' até 4, a tangente assumirá em grandeza e 
Sinal, e na mesma ordem, todos os valores do 2.º quadrante, 


Indicaremos essa variação no quadro seguinte: 


Variação do arco... | 0º ^90*—p | 90*4-p A 
Variação tangente | 07 + = 


180° 
=. A 0 


14) A tangente é sempre crescente com o arco, oxcluídos ов arcos 
de 90º e 270º, onde os valores da tangente sofrem uma des- 
continuidade. 

2.) A tangente sendo a medida algébrica de um vetor 6 um número 
relativo, 

3.) Dois arcos côngruos têm a mesma tangente. 


4.) A tangente varia de — a +æ, Então qualquer número real 
relativo pode representar uma tangente. 


` 15. Co-tangente de um arco. EY 
Derinigáo. Chama-se co-tangente de um arco AMı=a 


EN 
(fig. 16) & medida algébrica do vetor BS, localizado sobre o 
eixo s's, cuja origem é a origem 
B dos complementos e cuja ex- 
tremidade 6 a intersecção S do 
eixo s's com o suporte do raio que 
passa pela: extremidade do arco. 

O eixo s's denomina-se eizo 
das co-tangentes. Indica-se por 
cotg 2 ou cotz. 

É fácil de observar, na fi- 
gura 16, quo: as co-tangentes 
dos arcos do 1.º e 3.º quadrantes 
são positivas, pois a medida algé- 

m 


brica do vetor BS, para esses 
quadrantes, é positiva; e as co-tangentes dos arcos do 2.* 6 4 
quadrantes são negativas. 

VARIAÇÃO DA CO-TANGENTE. Procedendo de modo análogo 
во que fizemos no estudo da variação da tangente, podemos 
dizer que a função circular у= cot т não existe para 0º e 180º 
e podemos também escrever o seguinte quadro de variação: 


FIG, 18 


180*--p 7 270º 2360—p 


Variação do arco .. | +p 790° 4180—p 
+ e yN0x— = 


Variação co-tangente | + ® б е 


Quadrantes........ 
Sinal co-tangente . 


Onsenvagóns : 

15) A co-tangente decresce sempre com O arco, excluídos os valores 
de 0° e 180°, onde os valores da co-tangonte sofrem uma 
descontinuidade. 

25) A co-tangento sendo а medida algébrica de um vetor é um 
número relativo. 

3) Dois arcos cóngruos têm a mesma co-tangente. 

45) A co-tangente varia de —« a +», Portanto, qualquer número 
relativo pode representar uma co-tangente. 


16. Resumo da variação e do sinal das funções 
circulares. Resumiremos no seguinte quadro: 


1.° QUADRANTE 2.º QUADRANTE 


VARIAÇÃO | amar] VARIAÇÃO 


07+1 + +150 
TINO ON—1 
07+» 


—o 70 
TO ON—e 


+1/+0 = Al 


жем] +1л+ә 


3.º QUADRANTE 4* QUADRANTE 


VARIAÇÃO | SINAL | VARIAÇÃO 


SINAL 


ا 


01 — | —120 


170 = 07+1 
07e + | —=/0 
+ 


9x0 Os— o 


mor 


eM 
Ie ==> 


Observando este quadro, concluímos que: 


à ано s O co-seno só existem para valores do -1 até 

MH E i ra 5 кты) para valores exteriores 
; e 

representadas por qualquer número dc s pose iine 


2) a tangente é positiv 
е. tanganta S poene nps quadrantes em que o seno 
3) as funções que constitu 
uem, d 
оу i 
b) co-seno e secante 
del с) tangente e co-tangente 
o mesmo sinal e cada função de um grupo cresce ou de- 


cresce, quando a outra função, do пи 
crono, respectivamente. E todas são podéis “ese ou 


Reluções fundamentais 


RELAÇÕES ENTRE AS FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 
DE UM MESMO ARCO 


17. Preliminares. Seja um círculo igonométrico de 
centro 0 (fig. 17) e representemos as funções € igonométricas 
t de um arco AM = z. 

Pelo estudo j& feito, sobre 
as funções circulares, podemos 
escrever: 

вепт= PM coseoz = 08 
cos z = ОР secz = OT 
tg x= AT cotz = BS 


Entre as funções trigono- 
métricas de um mesmo arco 


~ 

AM =x existem relações bási- 

FIG. 17 cas, úteis nas aplicações, e que 
possibilitam, conhecida uma das 

linhas trigonométricas, calcular o valor das demais. 

Essas relações são cm número de cinco e denominam-se 
relações ou Jórmulas fundamentais. 

Essas relações são distintas, isto é, entre as seis linhas 
trigonométricas de um mesmo arco existem cinco, e somente 
cinco, relações independentes. 

Assim, qualquer uma dessas relações não se pode deduzir, 
empregando operagóes algébricas, das outras quatro; e, qual- 
quer outra relação que apareça, além das cinco fórmulas jun- 
damentais, é uma consequência delas o & chamamos relação 
derivada, 

18. Relações fundamentais. 

15) Do triângulo retângulo OPM (fig. 17), temos: 

OM? = MP? + ОР? 
mas, OM, raio do círculo trigonométrico, é igual а 1, 
МР =senz e ОР = cosz, 


então: 


Trigonometria — Segundo 


25) D: i: 
tem?) Da semelhança dos triângulos OMP е OTA (fig. 71), 


A? WP 
04 ^ op 


Mas, ОА = 1, МР = sen z, OP = cosz e AT = tgz 


D | "x 
cos z 
Esta relação também i 
8e verifica em. 
que a tangente de um arco 6 positiva 
seno e о co-seno desse arco 
respectivamente, 


dos Já vimos 
1 u não, conforme o 
sejam de mesmo sinal ou não, 


3º) i 
"EU Da semelhanga dos triángulos OQM e OBS (fig. 17), . 
HS Qu 
ов 00 
Mas, OB = 1, QM = соза, OQ = senz e BS = cot z 


Esta relação também se verifi i ia j 
que a cotz tem o mesmo BEAR Pu epic 


45 1 
кеше) Da semelhança dos triângulos 047 е OPM (fig. 17), 


от | 04 
OM OP 
mas, ОМ = ОА = 1, ОР = cosz е OT = secz 


Esta relação tambi ifi i is ji 
que ест o coe tém o memo sal 900 Pola já vimos 


5.) Da semelhanca dos triángulos OBS e 0QM (fig. 22), 
temos: 


" 
mas, 08 = ОМ = 1, 00 = senz e OS = cosee z 


р 0080027 = —— 
sen т 


Esta relação também se verifica em sinal, pois já vimos 
que cosec т e sen х têm o mesmo sinal. 


19. Relações derivadas. Das várias relações derivadas, 
duas são de grande importância no cálculo trigonométrico, 
inclusive para a determinação dos valores das linhas trigono- 
métricas, em função de uma delas. 

Vejamos essas duas relações: 

Utilizando as relações fundamentais, temos: 


sen?z _ 008? z + sen? х 1 
1+2=1+ aT cos? ro rn OE 
| secta = 1 + tg?z av) 
е, 
сов? т _ senta + cos? z 1 
1+ сонра = 1 opa” sen?z T 522 на 


+ | cosec? z = 1 + cotg? z v 


20. Expressões das funções trigonométricas de um 
arco em função do seno desse areo. Da 1.º relação funda- 


mental temos: 
сов? д = 1- веп2 т .'. coss = t Үт вед? х 


Substituindo o valor de сов z пав outras relações funda- 
mentais, temos as expressões pedidas: 


cosz = + Vl-seniz 


Trigonometria — Segundo ano 


tea = —Y2 E Viana 
E Vieni 0% Mur 
1 
——— l 
Ere ess 


21. Observação. De modo anál 
fundamentais e as derivadas, podemos facilmente dedos ta 


funções ей i 
1007 $ в circulares diretas de um arco, em função de uma 


вест = 


22. Exercícios resolvidos. 


1) Sendo сова = = S, e z do 3º 
: y" e quadrante, calcular as di 
circulares do arco т. ia 


2) Calcular o valor du expressão у= LI 800% . coseoz 
ez um arco do 4.º quadrunto. l-cotgz 
Temos que: 


para cos zu. 


4 


1 
rm 1 
war “4 * were. 


үш, 


16 4 
" aussi ¿1 
4 4 
Substituindo, temos finalmente y = 16. 
3) Verificar a identidade 


tz + соёт = secz . coseoz 
Desenvolvendo os dois membros, vem : 


sez | зт d 1 
cosz " wnz ^ cz Х senz 


ALIAE c 3 Rs 
i ATE prd PES 
Relações derivadas 
E 
E 6 fácil de ver que o primeiro membro 
senz , совт _ вопас ex? l 
cosz | вепт senz созт senz cost 
$ idéntico no segundo. 
4) Transformar a relação * 
cose z- EZEZ + сот sonz 
soni 
em uma outra, função do senz. 
coaz. Ez 
` eof созт 
Temos: Sons sez Tue 07 
=l -l E 
sez senz 


6) Verificar a Identidade ا‎ para z positivo. 
(Escola Naval - 1938). 


Procuremos desenvolver o 1.º membro a fim de transformá-lo no 


segundo. 
Fazendo arc m =y (o) 


ms yE <. ey = g~ 
в ur- Ns NE creu YE в) 


Substituindo (a) е (8) na igualdado dada, temos y=Y. Está, pois, 
verificada a identidado. 


6) Supondo que a é o Angulo do 2» quadrante que satisfaz à igualdade 
tga =- ¥2, é possível calcular coseca ? 


Fas, N. Quimica = 1045). 


Sim, é possível. De fato, 
+ Vi+tg a 
ta 
Mas, a co-secante no 2.º quadrante é positiva, Jogo 
vig, E 


совеса = + —— Үз 


Ya 
УЗ y1 e, portanto, é possível calcular cosec a. 


coseca = 


Como ҮЗ > V2, 


23. Exercícios para resolver. 


1) Sabendo que senz е z 6 um arco do 2 quadrante, ealoule 
эв demais linhas desse arco. 


2) Sabendo que 6-5 ez 6 um arco do 3º quadrante, calcule 
as outras linhas trigonométricas desse arco. 


3) Calcular o valor da expressão : 
25 sen? z-0tgiz 
sabendo que coseez =$ o т 6 do 1º quadrante. 


4) Calcular o valor da expressão : 
eent z + 2 cos? z – oost z + tgz 


рага cotgz=-1 e т um arco do 4.º quadrante. 


5) Calculo sen (aro cos р) sendo are cos $ do 4. quadrante. 


(GE. N. E. - 1958). 


6) Responda aos itene abaixo : 
a) Cite um aroo cóngruo ат; módulo 2r. 


b) Se 0<z< 


qual a variação da cotz? 
9 Be j < <=, qual a variação da secz? 


d) Dé a expressão geral dos arcos que satisfazem à equação cos z«0. 
(Eso. Naval - 1082). 


7) Calcule o valor de = que verifica, simultanenmente, as igualdades 


sena=r+Zecosa= Viori 


(UEG тэ. 


8) a) Quais os valores de z para os quais a função y= tg z é descontínua ? 


b) Sendo LIT 2, calcular sen 30», partindo desse dado. 


c) Dado log cos а= 1,870 900, calcular log sec a. 
d) Verificar a identidade сов? z-Htg?z сов? х = 1. 
(E. Aer. - 1968) 


m 
Relagóes trigonométricas 


9) Calcule o valor de z que satistas, simultaneamente, às igualdades 
8+2 


5 
осона = ir, 
(Engenharia = 00 - OB e UFRJ - 70- 
10) Verificar as Identidades: MS 


a) sec? z tgz cots = 1 + tg 2 + 

b) (1 + ооа? z) (1- 00822) = 1 

€) secz senz-cosecz cosz = tgz-cota 

d) (вест senz + cosecz cosz) (tgz —cotz) = tg? z- eot? z 

4) sen*z —cos* т = sen? х – сов? = 

1) costz. cosec? z = cotg? 2. 00812 

senta-costz 

sen z= cos z 

со х 

» ai 

i) (tgz- senz)? + (1 - cosa)? - (rez — 1)3 = 0 

p 590602812 
бес z = oos z 


= 1+ вер = osr 


— gen з вест = 0 


БС 


E u aro co VS 


оен acl 


secz + sen z 


cossec z + cos T 
(Engenharia — Gal, Roberto Lisboa = 1972 ө R. М. Engenharia — 1967). 


11) Calcule a função trigonométrica equivalente a 


12) Calcular sen?a e cos? a sabendo-se que tga = 1 + VZ 
(Esc. N. Química - 1946). 


18) Sabe-se que a secante de um arco do 2.º quadrante 6 -2. Calcular 


о seno е 


tangente desse arco. (Eso. Asronáutica — 1945). 


14) Calcule os valores de m para os quais os ângulos da forma m = SE 


tém tangente, (E. М. Engenharia - 1958). 


Ruasrostas: 


4 3 5 12 
1) cosz -g Wre- eto. 2) sena =~ 7g cost ma ete. 


3) aero » 0 5-16 
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b) + wa zero €) -sa-l d) kr 


EA » i e) 0,120100 


а – тү». (218 
10) k) (5 (S 2 ш uz 
E A ш) Ee-v M) ms kr 


PROBLEMA GERAL DA REDUÇÃO 
AO PRIMEIRO QUADRANTE 


24. Preliminares. Antes de tratar propriamente do 
problema da redução ao 1.º quadrante, estudemos, primeira- 
mente, as relações entre as linhas trigonométricas dos árcos 
complementares, suplementares, simétricos (replementares) e 
arcos que diferem de uma semicircunjerência, 

Bastará determinar as relações existentes entre o seno, 
co-seno e tangente desses arcos, pois, de acordo com o que já 
estudamos sobre as linhas trigonométricas, as igualdades entre 
ов senos, co-senos e tangentes acarretam, respectivamente, 
as igualdades entre as co-secantes, secantes e co-tangentes. 


25. Relações entre os dois arcos simétricos. Sejam 

dois arcos simétricos 
~ ^ 
AM =a e АМ = —a (fig. 18) 

Como ов pontos M o M’ são simétricos em relação ao 
diámetro A'A, então ММ” é perpendicular a esso diámetro 
e é por ele dividida em duas partes iguais: MP = MP. 

É fácil de ver ent&o: . 

sen(-a) = — sen a 
cos (~a) = сова 

E as tangentes também são simétricas, porque são as 
medidas algébricas dos vetores opostos АТ e AT”. Então 

tg (~-a) = -tga 
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Podemos entüo escrever, 
de &cordo com o que vimos: 


sen (- a) = -sena 

сов (xa) = cosa 

tg (0) =,- tga 
cosec (- а) = - совес а 

sec(-a) = seca 
соёр (- а) = — cotg a 
Notando que 2r- a e -a 


são arcos cóngruos podíamos 
escrever: 


совес (2r ~ а) = - совес a 
seo(2r-a) = веса 
cotg (2r - а) = — соіа 


sen (2r – а) = -sena 
сов (2r – 0) = сова 
tg (2r - a) = - tg a 


26. Arcos suplementares. Sejam os arcos Ima e 120, 
suplementares (fig. 19). 

Chamando de a a menor or determinação de АМ r-a 
será a menor determinação АМЬ 

Se os dois arcos são suplementares suas extremidades 
M, e Ma são tais que MiMs é paralelo ao diâmetro A'A. 
Esses dois arcos tém o mesmo seno, medida algébrica 


~ 
do vetor 9Q. 

Como P'P = М2. e o diámetro B'B divide ao meio 
as cordas que lhe são perpendiculares, então ОР =-0P' e 
os co-senos dos dois arcos são simétricos. As tangentes AT 
e AT" também são simétricas, então: 


созес (т-а) = совеса 
вес (r-a) = – веса 
cotg (r = а) = - cotg a 


sen (r - a) = sena 
сов (т - а) = – cosa 
tg (r-a) = -tga 
27. Arcos que d diferem de uma semicircunferência. 
Sejam dois arcos Ай, e h, que diferem de uma semioir- 


. tenu'a e o ângulo agudo а igual. 


TIG. 19 FIG. 20 


^ -— (fig. 20). Chamando de a a menor determinação de 
Am 1 temos que т + а será a menor determinação de AM. 
Os triângulos retângulos OPM, e ОР'Мз são iguais, os 
senos e os co-senos desses arcos serão simétricos e a tangente 
AT 6 comum. 
Logo, temos: 
sen (r + a) = -sen a 
сов (r + a) = – сова 
tg (r +a) = tga 


cosec (r + а) = — cosec a 
sec (r + a) = – веса 

со (r + a) = сода 

28. Arena complementares. Sejam dois arcos comple- 
mentares AM e AM’ (fig. 21). 

Chamando de a a menor еее de AM, 5-8 
será a menor determinação de Am. 

Os triângulos OPM e OP'M' são iguais por terem a hipo- 
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Os triángulos OAT e OBS! 
são iguais, bem como os tri&n- 
gulos OAT’ e OBS. 


Como: 
sen (5-а) =Р'М', cosa=0P 
cos (5-9) =0P', sen a= PM 
ig (5-9) = AT, cotg a =BS 
e os módulos de P'M*, OP’ 
e AT" são, respectivamente, 


iguais aos módulos de OP, PM 
e BS, entáo: 


совес (2-3) = seca 
sec (5-а) = coseca 
cotg (2-4) = tga 


29. Observação. Existe uma regra prática que, permite 
determinar essas e outras relações entre as funções circulares 
de certos arcos. Podemos apresentá-la assim: 


1.) Se os arcos são da forma kr + a (referência ao eixo hori- 
zontal) não muda a linha trigonométrica e o sinal da 
linha do arco a será o do quadrante onde estiver o 
arco da forma kr ta. 
sen (r = a) = sena (positivo porque m — a é 
cos (27 - d) = сова do 2.º quadrante) 

tg (r + a) = tga cotg(r-a) = – cotg a 
2.º) Se os arcos вдо da forma kw + 7, + a(referéncia so eixo 


vertical) muda a linha trigonométrica (de seno para 
coseno, tangente para co-tangente, etc.), e O sinal da 
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linha trigonométrica do arco a será o do quadrante 
onde estiver o arco da forma kr + * + a. Exemplos: 


vos (E-a) = sen a (3-a é do 1.º quadrante) 
sen (5а) = cosa te G-a) = сощ. a 
cosce (+) = -seca 


30. Redução ao primeiro quadrante. Reduzir um 
arco а ао 1.º quadrante é calcular um arco compreendido entre 


0e E rd, cujas linhas trigonométricas sejam, em valor abso- 


luto, iguais às do arco a. 

Se o arco a pertenco ao 2.º quadrante, considera-se o seu 
suplemento r - a e utilizam-se as fórmulas do n.º 26. 

Se o arco a pertence ao 3.º quadrante, considera-se o 
arco a —« que difere de a de uma semicircunferéncia, e utili-- 
zam-se as fórmulas do n.º 27. 

Se o arco a pertence ao 4.º quadrante, considera-se o seu 
replemento 2r —a e utilizam-se as fórmulas do n.º 25. 

Se, finalmente, o arco a 6 maior do que 2r, considera-se 
о arco cóngruo de a menor do que 2r e recai-se em um dos 
casos anteriores. 


31. Exemplos. 
1) Reduzir ao 1.º quadrante o arco de 77 radianos. 
Considera-se o arco A = F E temos: 


enn 00027 =e gE 
3 3 3 3 “a Ы 


Аз demais linhas sáo fáceis de calcular. 


2.9) Reduzir ao 1.º quadrante o arco de 210º. 
Considera-se o arco de 210° – 180° = 30°. Temos: 
sen 210° = — sen 30º сов 210° = —cos30º tg 210º = tg 30º 


Redução ao 1.º quadrante 


3.) Reduzir ao 1.º quadrante o arco de 320 grados. 
Considera-se o arco de 400gr — 320gr = 80gr. Temos: 
17. sen 320gr = -sen 80gr сов 320gr = cos 80gr 
tg 320gr = — tg 80gr " 
4.) Reduzir ao 1.º quadrante o arco de 930º. 
Toma-se o arco cóngruo de 930º menor do que 360º, que 
6 210º, pois 930º = 2 X 860° + 210° 
E procede-se como no 2.* exemplo: 
sen 930º = sen 210º = - sen 30º 
cos 930º = cos 210º = - cos 30º 
tg 930% = tg 210º = tg 30º 
32. Exercícios resolvidos. 
1) Calcular o valor numérico da expressão 
y = cosáz + sen 2r + tg2r-soc8e pam з= т 
.'. y m cos2r + sen т + tg —вес4х = 1+0+0-1=0 
2) Reduza ao 1.º quadrante coseo 480% (Escola Naval - 1002). 


Dividindo 480º por 360» obtemos quociente 1 e resto 120°, Então 
480º = 1 X 300 + 120º 
17. совес 480º == совес 120º = + cosec (180º — 120º) = совес 60° 


3) Simplificar a expressão 
te (5 +2) cos (5-2) cosa) 
оо (r + =) sen. (E +2) 


(-cotg z) (-sen z) (cos 2) 
(со! z) (= cos z) 


Tomos: y = РЕЯ 


33. Ехегсісіов para resolver. 
1) Calcular o valor numérico das expressões: 
а) cos 2z + tg dz — 8sen 9z 
yy fe 22 + se0 42 = o00 BE qy x 
tg êz + соё 52 sena P. 2 
2) Verifique a igualdade efetuando as simplificações : 


шу + tg(-2) – tg (180º-2) = шу 
(E. Aerondutica — 1960). 
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Reduzir ao 1.º quadrante os arcos de; 
3) 320 7) 140gr 
4) 1200 8) 250gr 
5) 215 9) 310gr 
6) 1782» 10) 1 320gr 
15) Sendo tg a = VZ, calcule cosec (90*- a). 
(EPUC - 1901). 
bm 9r 
16) Os arcos AZ e tT têm a mesma co-tangente porque ... 
(E. N. Engenharia - 1987). 
Simplificar ae expressões : 


17) oen Ew eo (8 на) 
18) sen (8 = a) ens (=a) + soc lOr = 


19) Zeon a tg (s + a) 2) tg (r - a) coe (r + a) 


=) 
21) Calculo o valor numérico da оярговодо 
(к -2) Hsen (x +z) | 
(3-2) em (5-2) 


para qualsquer valores de т. 


(E. Flum. Engenharia - 1969). 


Raspostas: 

1) -902 

3) sen 820º = -sen 40*, сов 320º = cos 40º, tg 820º = — tg 40* 

4) sen 120° = sen 60º, сов 120º = — сов 60º, tg 120º = – tg 60º 

Б) sen 215º = -son 35º, сов 216º = — сов 36º, tg 215º = tg 35º 

6) sen 1 782° = -sen 18º, cos 1 782º = cos 18°, tg 1782 = —tg 18º 

7) sen 140gr = sen GOgr, сов 140gr = — cos 60gr, tg 140gr = —tg 60gr 
8) sen 250gr = — son 50gr, сов 250gr = -oos B0gr, tg 260gr = tg 50gr 
9) sen 310gr = — sen 9Ogr, cos 310gr = cos 90gr, tg 310gr = —tg 90gr 
10) sen 1320gr = sen SOgr, сов 1 320gr =~ cos 80gr, tg 1320gr =- tg 80. 
ч 
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EX Pr Bn A E 
13) sen бу = sen To, созу = cuu gg = tg 


14) son BE = aen T con BE = cost, шр = te 7 


15) ҮЗ 16) diferem de meia circunferência 
17) 2 18 ова — 192 20) -ша 21) -1 


34. Cáleulo das linhas trigonométricas dos arcos 
expressos pela relação 


Твопима, O seno do um arco positivo, menor do que 
$ radianos, é igual à metado da corda que subtendo 
o atco duplo. 


Seja um círculo trigono- 
métrico de centro 0 (fig. 22) e 


веја AM; = a um arco desse 
círculo. Tracemos a corda 
MM, perpendicular ao diá- 
metro A'A. 

Como todo diámetro per- 
pendicular a uma corda divide 
esta corda ao meio, então 
MP = МАР. 


rod son Á =sen am Р 


e como МуМ‹ 6 a corda que subtende o arco duplo 2a, então, 
está demonstrado o teorema. 

CÁLCULO DAS LINHAS TRIGONOMÉTRICAS DOS ARCOS = 
Para calcular as linhas trigonométricas de um arco T basta 
calcular o seno desse arco de acordo com o teorema anterior. 
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Temos que o sen Z 6 a metade da corda do arco duplo 2", p 
mas, а corda do arco duplo 22 é o lado do polígono regular 
de n lados inscrito no ctroulo. 
Então, sen = = E 
conhecendo o seno é fácil obter as demais funções. 
APLICAÇÕES. 


1.2) Funções trigonométricas do arco de 30º. 


sen 30° = веп- = cli 


2 
А LER 
.*. 00890º = Car 


| 2.) Funções trigonométricas do arco de 45º. 


ds RANS Na 


sen 45º = son T = р = 


cog 45º = sen 45º „її e tg45 = 1 


3.2) Funções trigonométricas do arco de 60º, 


AE 
2 2 2 


sen 60º = sen q 


ESTEE 


35. Exercícios resolvidos. 
1) Caleular a бадо de denominador racional que 6 igual à co-secante 
do arco E sabendo-se que o dado g dodecágono regular inscrito 


no círculo trigonométrico 6 
2 ha EAT 5 _ 
Bg O 
А z AVG + 2) 
é. cos; = qo СЕЕН 
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2) Calcular o sen 690º. 
Reduzindo ao 1.º quadrante 
sen 690º = sen 830º = — sen 30º = 
8) Calcular: y = 4 VB. tg 150º + 3 sen 90º tg 225º — бзеп 330° + cos 270° 
у= 4 Y3X (-tg30) +3 X 1 X (tg 45°)- 6 (sen 30°) + 0 = 2 


36. Exercícios para resolver. 


1) Sabendo que o lado do decágono regular inscrito numa circunferência 
6 É (6-1) determino sen 5: 
(Escola Naval — 1952). 
® Compie: 
a) O ELM (radianos) tem para valor.. 
(R. Politécnica U, См, — ni = 1957 e UEG. - 1972). 


B) A resto entro o sono de um aroo e corda correspondente do arco 
duplo é igual (COMSART - 73). 


8) Calcule: tg 60º. cosec 120°. sen 120°. cotg 60°. 
(Escola Aorondutica = 1052). 


4) Sendo send. = 0,5 calcular cos 00%. 
(Escola Aeronáutica ~ 1052). 
5) Calculo o valor de tg 150°. (e даалин). 


6) Calcule o valor de o08 240°. (ы, Aeronáutica - 1082). 


7) Calcule o valor do seno de 23% 


(Eno. Aeronáutica — 1952). 
8) A característica do lo itmo da tangente de um Angulo maior que 
45e, podo ser nega (Bae. Aeronáutica - 1962). 
9) Achar o valor numérico da expressão 
sen (80° + 2) + оов? 82 а — 60° a 
E IIS uie ) pam ғ 60° 
(Р. N. Arquitetura — 1940). 
ninução de z no 4º quadrante. 
‘Escola Naval = 1952 e Е.С, - 1972 
11) Exprimir somente em função do co-seno, a expressão 
1 1 1 1 1 1 
VT езд cols Wiz colgia aer coseciz 
e a seguir calcular o valor de y para z = $- 


10) Sendo tgz = =1, qual a det 


Provar que 3 tg! HE - 2 sen E сонно SE = 1 


13) Dar o valor de y para z == 


sen z + cos 2r 


Y 5 cotg Sa - wir 


(Psicologia - UFRJ - 1900). 


14) Determinar o valor numérico da expressão 


15) Simplificando-se n expressão 
cos (a + Or) tg 


СЕЕ obtém-se .. 
(CESCEA ~ 73 - & P.). 
| Resrooras: 
А. 
t $1 
-1 
)—— 9- 
i d vel 
E: vz 
an a тй 
DE 
| 8) Nio. (Se 2 > 45°, tgz>1 o kgigz >0) ñ 
E ш) 8982-2 Mes i 
T a as ag É 14) -1 


15) - cosec? a 


CAPÍTULO IV 


Transformações trigonométricas 
em geral 


ADICÁO DE ARCOS 


1. Preliminares. O problema da adigáo de arcos con- 
siste em, dados dois arcos a e b, dos quais sejam conhecidas 
as suas linhas trigonométricas, determinar as linhas trigono- 
métricas do arco soma de a e b. 

2. Projeção ortogonal de um vetor sobre um eixo. 
A medida algébrica da projegáo ortogonal sobre um eixo, 
de um vetor localizado em outro eixo, 6 igual à medida. 

algébrica do vetor multipli- 
cado pelo co-seno do ângulo 
dos dois eixos. 


Sejam os eixos z/z e y'y 
formando um ángulo a (fig. 23). 


> 
Seja AB um vetor locali- 


zn 
zado em yy e OA o vetor uni- 
me. tário deste cixo. 


A medida algébrica projeção do vetor AB sóbre o eixo 
ax 6: TP = 46.04 
mas, é fácil do verificar pela figura, que OA! = cosa 
Г. АВ' = АВ. cosa 


3. Expressões das linhas trigonométricas da soma 
de dois arcos. Seja um círculo trigonométrico de centro O 


(fig. 24) e consideremos nesse círculo os arcos AM = ае MN =b. 
mm 
O arco AN = AM + MN =a +b. 


Consideremos a equipo- 
ON -00--QN Ф 
projetemos sobre o eixo 
“De acordo com o teo- 
de Carnot, e tendo em 
ta o n.º 2, temos: 
E 
(proj . OR) = (proj 00) + (proj QR) 
Mas, (proj . OÑ) = OB = cos (a + b) 
> nA 
(proj . 00) = 00. cosa = cosb . cosa 
ser observado na figura, pois o ángulo c é igual 
em lados perpendiculares, "então: батаны 
> m 
oj. Ox) - QS (е) = senb . (-sena) = -senasen b 
Podemos entáo concluir, substituindo esses valores em 


(ID, que: 


cos (a + b) = cosa cosb - sen a sen b | ш) 


De modo análogo, se projetanaos а eqüipoléncia (T) sobre 


_ о eixo угу temos a (II). Mas, agora temos: 


(proj . ON) = OP, = PN = sen (a + b) 


(proj . 00) = DO co ($ - ) s d b. a 


Adição de arcos 


e como neste caso o ângulo formado pelos vetores GN e ob 
6 o Angulo c — a, entáo 


(proj . QN) = QN . cosa = sen b cosa 


Substituindo esses valores em (ID, temos: 


[ento + = sen ac ben bon | (ТУ) 


As fórmulas (IIT) e (IV) resolvem o problema proposto 

no n. 1, pois conhecendo sen (a + b) e cos (a + b) temos: 
sen (a +b) _ sen а cosb + sen b сова 
tg (a +D) = ta FB) 7 cosa cosb - sen a sen b 


e dividindo ambos os termos da fração por cos a cos b, obte- 


mos: 


4. Observação. Conhecidas ou calculadas as expressões 
(IID, (IV) e (V) torna-se fácil achar cotg (a + b), sec (a + b) 
e cosec (a + b) que são respectivamente os inversos do seno, 
co-seno e tangente de a + b. 


5. Expressões das linhas trigonométricas da soma 


de três arcos. Consideremos a soma dos arcos a4-b4-c como 
a soma dos arcos а + b e c. Podemos escrever: 


sen (a+b +e) =sen [(a--b) e] sen (a+b) cos c+sen c cos(a--5) 
Substituindo sen (a + b) e cos (a + b) por seus valores 
(III) e (IV), temos: 
sen (a + b + c) = sena cos b cos c + sen b cosa cos c + 
+ sen c cos a cos b — sen a sen b sen c (VD 


De modo análogo, obtemos: 
cos (a-+b-+0) = cosl(a-+b) + с] = cos (a+b) cos c — sen (a+b) sen c 
"m cos (a-I-b--c) = сов a cos b cos c – sen a sen b cos c ~ 
- gen b sen с cos a - sen a sen c cos b (VID 
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р _son(a+b+0 
Temos então: tg (a + + c) CEET) 
substituindo sen (a + b + c) e cos (а + b + c) por seus va- 
lores (VI) e (VIT) e dividindo, a seguir, ambos os termos da 
fração obtida por cos a cos b cos c, obtemos: 
E tga--tgb--tgc-tgatgbtge 
telo+b+o -= 1 tga tgb-igb igc-iga tgo cnn 
6. Expressóes do seno e do co-seno da soma de n 
arcos. Procedendo de modo análogo ao que foi feito para 
а + 0 + с, podemos generalizar рага o caso de п arcos. 
E demonstra-se que, sendo 01, аз, ... ап 08 ^ arcos con- 
siderados, temos: 
sen (a1 + аа +... + an) = 81-83 +85- (IX) 
cos (аз + aa + ...+ an) = S,- 82 + S4 (X) 
onde S, representa a soma dos produtos dos senos de i dos n 
arcos considerados pelos co-senos dos п =i arcos restantes, 
tomados de todos os modos possíveis. 
7. Exemplos. 
1) Determinar o sen (a + b + c) com o auxilio de (IX) 
sen (a +b + ce) = S1- Sa 
Mas, Sı=sena cosb cosc--senb cosacosc+sen ccosa cos b 
Sa = sena. sen b , sen c 
e substituindo obtemos a (VI). 
2) Achar o 


cos (a + b + с) = 8,- 82 
Mas, S, = cosa cosb cosc. 


Ss = sena senb cosc + sena senc cosb + senb senc cosa 
e substituindo obtemos a (VID. 


SUBTRAÇÃO DE ARCOS 


8. Preliminares. O problema da subtração de arcos é 
semelhante ao da adição. Consiste em determinar as linhas 
trigonométricas do arco a — b, quando são conhecidas as linhas 
trigonométricas dos arcos a e b. 


Subtração de arcos 


9. das linhas trigonométricas da dife- 
4 ` renga de dois arcos. Observando que a soma dos arcos 
a e - b corresponde à diferença dos arcos a e b, podemos, subs- 
tituindo b por - b nas fórmulas (1), (IV) e (V), obter as 
seguintes fórmulas: 


1.) sen (a — b) =sen [a+(-b)]=sen a eos (- b)+sen (- b) cos а 


2.º) cos (a - b) cos [a--(- b)] cos a cos (- b) — sen a sen (- b) 


.`. | сов (a - b) «cosa cos b--sen a sen b (хп) 


89 te(0-0) = tela + CO] = ELECO 


* tga-tgb ^ 
a ig(a-0) = Liga tab (хш) 


10. Exercícios resolvidos. 
1) Calcular, empregando as fórmulas da adição de arcos, о seno, o co-seno 

e a tangente do 75º. 
Empregando as fórmulas (IIT), (IV), temos: 
son 75* = son (45* + 30°) = sen 45º сов 80* + sen 80º cos 45° 
a PADS NE NBA 12 

22 4 
Te SN A di 
xs, ЧҮ v3 1. ЫЕ vz 


a*a sen 75° = —— 


ACERA CE EIN 


OE WE 


e t= 
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Calcular tg 15°, sabendo que tg 75º = 2+ VT e tg00%= FT 
Pela fórmula (XIII) obtemos: 


8) Demonstrar que se A, B, C são ângulos de um triângulo não retângulo 
«ио ЧА+ЫВ+ tgC - tgAtgBtgC 


É verdadeira essa fórmula no caso de um triângulo retângulo? Jus- 
tifique a resposta. (Т. T. А. - 195%). 


De fato, A+B+C= 180° .'. А +В = 180° - С 
.". tg (A +В) = tg (180 - C) 


1- ЖА tgB 
ou ta 4 + BHO m ABC 
Não é vordadeira para A=90°, pois não existe tg 90% 
4) Calcule cos 15° usando uma fórmula de co-seno de diferença de arcos. 
(Escola Naval - 1952). 


сав 18º = cos (45º — 30º) = S. ЕНИ aa рыр: 


11. Exercícios para resolver. 
1) Calcule o seno do ángulo A do triángulo ABC, sabendo que os outros 


dois ângulos medem 45º e = radianos. 
6 (EPUC - 1961). 

2) Calcule o menor valor positivo de a que satisfaça à igualdade 

Y343 


tg ast = = (Engenharia - 1906 - GB). 
=ч Үз-1 


3) Calcular sen (o —b) dados cosa = $ e mnd 5, 


4) Sendo a e b arcos do 3º e 4º quadrantes, respectivamente, e 


sen a = e cos b = 


+ qual o seno de (a = b)? 
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(UFRJ - 71). 


5) O valor numérico de sen 2z + sen (r +27) б... 
(UEG - 70). 


` 6) Sabendo que tgz = 2 УЗ e que z-y = BO, Achar tgy. 
7) Dados: 


z= вш, у menu ош, s= sonu мае. 
calcular sen (a + Б), sabendo que * 
suo È ЧЕГИ ЕЙ o cop E 
sendo a e b arcos do 1.º quadrante. 
8) Calcule o valor da expressão 
Z-a) teon (5 +a (e) 
сов (=a) 


(ЕМЕ - 1961). 


0) Babendo que cos (z + 80") + cos (z — 60°) = —0,5 e que z > 180%, 
calcular o valor de z. 


son (a + b) + sen (a-b) 
10) Sabendo que E = m 1 o que a > 90%, calcular o 
Angulo a. 


11) Determinar o ângulo C de um triângulo sabondo que os outros dois 
ángulos A e B estão relacionados por 
А + tg B = sen? C 
cos A . cos B = sen C 
(Ese, Eng. Mackenrie ~ 1063). 


12) Prove que se a +b +e = 90°, temos: 
tga tgb + tga tge + tgb tge = 1 


18) Verificar as identidades : 
a) cos (a +b) cos (a=b) = cos? b-aon? a 
b) sen (a + b) sen (a =) = cos? b— cos? a 
с) senb cos (a-b) + cosb sen (a-b) = sona 
d) (tgz-sen т)? + (1 -cos z)? = (sec z- D? 

(ENE - 1904). 
оов (a — b) — cos (a + b) 
son (a + b) + sen (a - 9) 
cos? (a + b) + cos? b— 2 oos (a + b) сова cosb 1 
sen? (a + b) + sen? b — 2 sen (a + b) sen b cosa 


-4gb 


14) Sendo a - b—60*, o valor de (cos a+cos b)? (sen a+sen b)? 6... 
(Economia - UFRJ — 1971). 
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15) Provar que: 
14 tga „Уй senta + 46) 


cosa 
@ т. A. - 1987). 
16) Torne logarítmica a expressüo: 


con (r +a) cos ( )) -ton (x +) son (E) 
(E. Flum, Engenharia — 1959). 


Е ввровтав: 
NEG 5 9) 240 
» 4 10) 226º 


11) 90º 
193 
16) sen (y-2) 


MULTIPLICACAO DE ARCOS 


12. Preliminares. O problema da multiplicagio de 
arcos consiste em, dadas as linhas trigonométricas de um 
arco a, determinar as linhas trigonométricas do arco ma. 


13. Expressóes das linhas trigonométricas de um 
arco 2a. Fazendo nas fórmulas (III), (IV) e (V), b=a temos: 


sen (a + a) = sena cosa + sen a cosa 
cos (a + а) = сова cosa - sena sena 
tga + tga 


e + (= T 


.'.| sen 2а = 2 sen a сова (XIV) 
cos 2a = cos? a — sen? a (XV) 


2tga 
моа, (хур 


` Multiplicação de arcos 


14. Observações. A expressão (XV) pode ser escrita 
assim: 
cos 2a = сов? a – sen? a = 1-sen? a - sen? а 
+, e082a = 1-2sen?a «4 (ХУП) 


соз 2а = cos? a - sen? а = cos? а- (1 — cos? a) 
сов 24 = 2 сов? a- 1 (ХҮШ) 
15. Expressóes das linhas trigonométricas de um 


arco 3a. Se considerarmos o arco 3a como sendo a soma de 
8 arcos a, temos, empregando as fórmulas (VD, (VID e (VID: 


1.º) sen За = sen (a + a + a) = sen a eos? a + sen a cos? а + 
+ sena сов? a - sen? а 


воп 3a = 3 sena oos? a – sen? а (XIX) 
2.º) cos За = сов (a-+a-+a) = сов? a - sen? a сова - sen? a cosa — 

—sen?a cosa 

.'. сов 3а = cos? a – 3 sen?a cosa (XX) 


39 isda = tg (atoa) EEE Ee EA 


> 3 tga-tga 
.'. t8 = 12300 — (xxn 


16. Linhas trigonométricas de um arco ma (m>3). 
Para se calcular as linhas trigonométricas de um arco 4a, 5a, 
etc., basta que se substitua 4a por 3a + a, e assim sucessiva- 
mente. 

Pode-se também obter as linhas trigonométricas desses 
arcos ma, fazendo nas fórmulas (IX) e (X), a17a27...—0« 


BISSEÇÃO DE ARCOS 


17. Preliminares. O problema da bissegáo de arcos 
consiste em, dadas as linhas trigonométricas de um arco a, 


calcular as linhas trigonométricas do arco metade — 7" 
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18. Expressóes das linhas trigonométricas do arco 

> em função do cos a. Sejam as fórmulas já conhecidas 
sen? a + cos? a = 1 

cos? a — sen? a = cos 2a 


Subtraindo e somando, membro a membro, essas relagóes, 
temos, respectivamente: 


2sen?a = 1 – cos2a е 2 соз?а = 1 + cos 2a 


Tirando o valor de sen a e cos a, obtemos: 


sena = E „ S [At pon da 


Substituindo a por P temos, finalmente: 


E fácilmente determinamos também a tg $: 


a son 5 1 - сов 2 
= cos a 
e mu E 2 1+ cosa 
2 
a T- ооз а 
о = ا‎ (хх: 
MET Eiras n) 


19. Observações. Essas fórmulas (XXII), (XXIII) de- 
terminam o ángulo < a menos de um sinal. 


Bisseção de neos 


Os valores das linhas trigonométricas de 5 são sempre 
reais, pois 1 + cosa > 0. 
E o arco metade tem para forma geral 


a 

bri 

20. Linhas trigonométricas de um arco em função 

da tg $- Substituindo nas fórmulas (XIV), (XV) e (XVI) 


M 


a por P temos: 


2 2 cos E 
sena = 2 Beny C08 -7 


= сов E gens & 
cos a cos? -7 sent 


\ Esta última expressão já é uma das expressões procuradas, 


- Para se obter sena e cosa em função da tg 5 basta 
|  eserever ав duas primeiras expressões assim: 
7 E par E 
2 sen 008 7 сов? — sen" 2 

e сова= 


a 
sen? + cos? -y sen - cost 7 


a 
Dividindo ambos os termos das frações por сов? y obte- 


sena = 
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As expressões procuradas são, pois: 
a 
2 
1+ tg? 3 


a 
2€ 

etga= а 

1 $ 


21. Exercícios resolvidos. 


1) Determinar cos É sabendo que А 6 um arco do 4 quadrante ө que 


«x4 = 5. 
5 (Escola Naval - 1962). 


Do acordo com a fórmula (XXIII), o tend: 4 
2º quadrante, pols 4 é do 4º, demas: еп nta que 7 6 do 


4 T 
юй «(LEOA зуе 


2) Sabendo que 160º = [s dotarminar ta 16%, deduzindo a fórmula 


do passagem e as demais linhas desso arco em função da tangente. 
(Eoccla Militar - 1035). 


Sabemos que tg2a = ү; chamando tg2a = е tga =s, 


2 
kaga e ke? +-k =0 


Resolvendo, temos: а = LE Vi E LEE 
A fórmula de passagem será: 


eE an YE 


VE AE, ctg EE 
2 2 


оовес 15° = 2V 2+ ҮЗ e оц = 2+ ҮЗ 


ж» беш уур 


зз = 652 


Desenvolvendo o segundo membro, temos: 
a 00820 — 80014. as sent a = co 
cos? a + sen? a 


Está, pois, verificada a identidade. 
22. Exercícios para resolver. 


1) Calcular tg 2a, sendo sena = m e suposto o arco no 2. quadrante. 
@. Т. А.- 1950), 


2) Sendo sen 15° = LES NT, calcular ons 30°. 


8) Sen 18° =... (E. Fium. Engenharia — 1987). 


4) Sabendo que cos 45º = ҮЗ, calcular tg 22° 80. 


5) Sendo cosa = — calcular sen 2a sabendo que а 6 do 2^ quadrante 
6) Sabendo que a é do 3.º quadranto e que sen а= 

7) Sabendo que tga = 2 e a 6 do " quadrante, calcule tg За. 

8) Calcular cosa sendo a do l* quadrante e tg É = 5 

9) Sabendo que tga = VZ-1 e a do 1.º quadrante, ache tg 2a. 


10) Sendo z um arco do 4* quadrante e sendo sen z == о valor 


de sen 4z é 
(FGV = 73 = 8. P), 


11) Se sen 7, é igual a "e entáo o valor de cos a € 


2 
(COMSART - 73 - GB) 


12) A tangente da metade de um arco do 2.º quadrante 6 igual a =7= 
Qual o valor do seno do arco? 

(CICE - 1970). 

(cost а = sen“ a)? 


pranto tm função de sen da 


13) Exprima 


14) Determinar o valor da expressão 
x т СА M: 
ses o Heg + tk 
E. Flum. Engenharia – 1953). 
15) Exprimir y = gen z сов +sen?z em função de tgz. 
(Ево. Eng. Ind. U, Cat. de 8. Paulo - 1051) 
16) Verificar ns identidades : 
a) (sena + cosa)? = 1 + sen 2a 
b) (sena + cosa)? - (sen a — cosa)? = 2sen 2a 
€) (sena + sen b)? + (cosa + cos b)? = 4 cos! 


d) cotz +tgz = 


2 
sen2z (E. N. Agronomia = 1952). 


sen d a 


1 
O y + ов 2а = VU 


(Ese, Eng, São Carlos — 1058) 
р anl 
ТЯ sonda” TFtga 
g) sen За coseca – сов За seca = 2 
con 2r AE sen (45 -2) (14 tg) 
Sec? (ы, N, Engenharia = 1958). 
1- sena 
cosa (Escola Militar - 1038). 
VB аса сов 22 + 4 sen 22 


17) Sabe-se que tg 2z = 2 Calcular y «cos? 2--3 sen? z--8 sen z cos 2. 
(Fac. Nacional de Filosofía — 1947). 


Resrosras: 


D V 4) Үз -2V7 


5 2 


o-E 


8 


91 


LE] 

м - 5 
tez + tez 
15 = 
icr: 


2(1 - sen? 2a) 1) 29 x5 113 
2 = sen? 2a Д 13 


TRANSFORMAÇÃO DE SOMAS DE LINHAS 
TRIGONOMÉTRICAS EM PRODUTO 


23. Preliminares. No cálculo dos logaritmos devemos 
trabalhar com produtos em vez de somas. Procuremos então 
estabelecer entre as linhas trigonométricas fórmulas que sejam 
as mais úteis possíveis para o cálculo dos logaritmos. 


24. Transformação de somas e diferenças de senos 
e co-senos. Já conhecemos as fórmulas: 
sen (a + b) = sena cos b + senb cosa 
sen (a - b) = sena cosb — senb cosa 
cos (a + b) = cos a cosb — sena sen b 
cos (a — b) = cos a cosb + sen a sen b 
Somando e subtraindo, membro a membro, as duas pri- 
meiras igualdades e depois procedendo de modo análogo com 
as duas ültimas, temos: 
sen (a + b) + sen (a—b) = 2 sen a cosb 
sen (a + b) — sen (a-b) = 2 sen b cosa (XXVI) 
cos (a + b) + cos (a-b) = 2 cosa cosb 
cos (a + b) — сов (a-b) = —2 sena sen b 
Fazendo a +b = p e a-b = q, vem: 
Pg 22-4 
y tt 
Bubstituindo esses valores em (XXVI) obtemos: 


son p + sen q = 2 sen PE M сов 27. 


2 
Р cos ETE 


sen р — sen q = 2 sen 


(XXVID 


PEA col 


cos p + cos q = 2 cos 


сов p —cos q =-2 sen 


Шш. 
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As fórmulas (XXVII) permitem transformar em produto 
as expressões da forma: sena + senb e cosa + cosb. 

Se, em lugar de uma soma ou diferenga, de senos ou 
co-senos, tivermos uma soma ou diferença, de um co-seno com 
um seno, ou vice-versa, substitui-se o seno ou o co-seno pelo 
co-seno ou seno, respectivamente, do arco complementar, 


25. Exemplos. 


60º – 
Ss" 


= 2веп 45° cos 159=2 x E, EYE 252 +2_У8 1 


1) sen 60° + sen 30° = 2 sen EA 


2) cosa + sen b = sa ($-a) + sonb - 


26. Transformação de tg a £ tg b em produto. Temos: 


sena sena cosb + senb cosa 
tsa tigbe uu, Е сова cosb 


(XXVIIN 


27. Transformação de uma soma algébrica de mais 
de duas linhas trigonométricas. Procede-se em geral trans- 
formando em produto a soma de dois têrmos conveniente- 
mente escolhidos, conduzindo-se então a uma soma algébrica 
tendo um térmo a menos que a soma proposta. Continuando 
n acharemos uma expressáo monómia igual à expressño 

la. 


` 1) z = sen a + 2 sen 2a + senda. Temos: 


` z=2 sen 2a-+(sen 3a--sen a) = 2 sen 2a + 2 sen 2a cosa = 
= 2 sen 2a (1+ cos a). 


Mas 1 + cosa = 2 cos? -5 (n. 18) 
22 4 sen 2а cos? 5 
1. а = 2 senda X 2 cos = sen 2 


2) æ = sen a -+ sen За + sen да — sen 5a 
. т = (sen a + sen За) + (sen 9a ~ sen ба) 
. 2 == 2 sen 2a cosa + 2 sen 2a costa = 
= 2 sen2a (cosa + cos7a) = 2sen2a . 200840 . cos3a 


ou т = 4 sen 2a соз За costa 

3) z = sen a + sen b + sen c зеп (a + b -+ 0). Temos: 
abso ксы е 

a+b E D ra aen HD os AEREA ہے‎ 


=2sen 


2 
= 2 sent en " 


eiae ا‎ 


cos 


erem) - 
sov 


scias]. 
4 


-(b 
ہ2‎ x attt = 09] Е 


2 
nite 
= 28005 un X2sen—— i 
bate bte 
LLETII + NS Жш 
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29. Transformações de 1 + sena e 1+ сова em 
produto. É fácil de ver (n.º 18) que: 


e 1-сова =2 зец? 5. 
Para аз expressões 1 + sen a basta substituir 1 por sen su 
Temos: 


{жаа = sen + sona зна (F + $) cos (F - 2) à 

туа T т 

мө emo (22) (E - 2)-2 
temos: jas T $) - (3 - 4) 


=2sn(L4 2) a E E 
sena zen (E + +3) 2 сов e 2) 


Analogamente, obtemos: 


1+ cosa = 2 cos 5. 


L-sena = sn -sen a =2sen 


30. Exercícios resolvidos. 
1) Transformar a expressio 


ab a-b 
[TES 280 787 90957 ay to 
sona mob و ا ہی ج‎ E E qom 

БЫЎ? 


2) Sendo A, В e C os Angulos internos de um triângulo, provo que: 
sen A + sen B + sen C 4 cos É cos 2. cos -L 
Be A+B+C = 180 


A+B C 4+c B B+C A 
2 ci р 3 шл у. = 90- 


Transformações trigonométricas 


Substituindo no valor encontrado no 3.º exemplo do n.º 28, obtemos: 
z = sen A + sen B + sen C -sen (A + B +C) = 


4+0. „ВАС A „8л. 
= an EE. ani TO ва р = 0087 mg meg 


8) Transformar 1 + tga em produto. ^ ۴ 
De acordo com a fórmula (XXVIII) ө substituindo 1 por tg g vem: 


O CE 
ii Ri 
"T 
4) Adaptar ao cálculo logarítmico a expressão 
y = oos A + cos B + cos C - 1 
trid 3 
sondo A, B, C os ângulos de um Lx bus: 
Podemos escrover, já que 008 т = ~1: 
у = cos А+-еов Boos C-+oos w = (cos A оов B) (oos С--оов п) = 
-0 


Si с 
Р act EB os EzE наон EC مم‎ EE 


+0. ATBEC-C 
Ea 2 


5 mE cos چ‎ 42000 


A-B 40 A+B. 
m roos EB cos چے‎ 42 000 E TE cn 


E € 
AB (асв son TES) - 


= 2009 ¬ 
= Co A-B-x-C 
EI 442. 2 و‎ АВЕС d 
Substituindo x por A + B +0, temos : ё 
А+С В+ 
yr cos EB وم‎ EEG EA 


Está, pois, a expressão y transformada em produto. 


31. Exercícios para resolver. 


apunta logarítmica a soma cosa + cos f. 
yá ы (Ese. Aoronáutioa - 1052). 


e ressão cosg + 1. 
2) Torne logarítmica a exp ke. nuu cif 
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3) Transforme em produto 1 = cos z 
(LEG. - 1970). 


4) Tornar calculável por logaritmos a expressão : 
sena + oen ê 


cos а + cos B 
(Esc. Técnica do Exército = 1945). 


Transformar em produto as expressões : 


sen a + sen b sem a ~ sen b sen a — sen b 
D tos a cos b © ова + comb 7 eos a = cos 
cosa + cosb 1- cos a 1-ша 
® os a = eos D TF cosa 1) Fea 

Demonstrar que sendo A + B + C = 180° 


met 
2 2 2 2 2 2 


12) оов2А + cos 2B + сов 2C + 4 cos A cos B cosC +1 = 0 
13) сов? А + cos? В + cos? C + 2 cos A сов В совС =1 
Tornar caleuláveis por logaritmos : 


14) sen 40º + sen 20º 17) cos 40° — cos 200 
15) sen 50* — sen 30* 18) sen 60* + cos 50% 20) 1- sen 80° 
16) cos 80º + cos 10° 10) sen 60º + 1 


21) Transforme om expressão logarítmica tgz # cotz 
(E. N. Engonharia — 1958). 
Transformar em produto as expressões : 
22) sena + sen Ta (U.E.G. - 1972). 
28) sena + sen a + sen 9a — sen За 
24) sena + sen а + sen 7a + senda 
25) cosa + cos da – cos Sa — cos Па 
26) sen 8а — sen ба — соз 8a sen 2a (sugestão; cos Sa*»cos (7a+a)| 
27) sen? Ta — sen? 8а 
28) sen (a + с) + sen (a + c-b) + sen (b + с-а) - een (a +b +c) 
29) cosa + conb + cose + coa (a +b +e) 
30) 2+2 sena send 4-2 cosa cosb 
Simplificar : 
sen 40° + sen 50° + sen 72° + sen 82° 
оов 40° — cos 50° + cos 72º — cos 82 
(E. Flum. Engonhari - 1057). 


31) 
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Verificar as identidades : 
sena + sen 2а + sen 3a _ 
2) бта он da + coda 7 627 


sena + sen 3a + sen 5a _ 
38) ora cos da + cog a 8 


RESPOSTAS: 


1) 2 eos UH ço 


22087 


3) -2 sen x 


а ul 


مچ چام - )5 


14) 2 sen 30º cos 10° 
15) 2 sen 10° cos 40° 

16) 2 cos 20° cos 10° 

17) —2 sen 80º sen 10° 

18) 2 sen 50º cos 10° 

19) 2 sen 75º cos 15* 

20) 2 seu 30° cos 60° 

21) 2 cosco2z e -2 cot 2z 
22) 2 senda cos 3a 

28) 4 sen За сов 2а cos 4a 
24) 4 sou ba cos За сова 


(E, Asronáutica - 1958). 


F. Flum, Engenharia - 1056. 


a-b 
de 
7 -og Et 


a+b a-b 
2 


8) - cot eot 


a 
Dt 
10) tg (45º = a) 


26) 4 son sen SE cos SE 
20) 2 sen?a sen 8a 

27) sen 10a son da 

28) 4 sena sen b sen c 


0:48 ہیں‎ DES aos E 
20) 4 cos 9 cos 2 cos 2 


31) cot 5e 


DISPOSIÇÃO E USO DE TÁBUAS TRIGONOMÉTRICAS 
NATURAIS E LOGARÍTMICAS 


32. Preliminares. 


logaritmos dos números naturai 
estudaremos agora o uso das tábuas 


Já estudamos o uso das tábuas de 


js no capítulo sobre logaritmos, 
de logaritmos das linhas 


trigonométricas: as tábuas trigonométricas. 

Existem dois tipos de tábuas trigonométricas: as naturais, 
que dão os valores das linhas trigonométricas e as logarítmicas 
que dáo os logaritmos desses valores. 
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sposição das tábuas tri; ri сагі 
33. Di ão das táln igonométricas logarf 
micas. Apresentaremos a seguir uma página (27º) da tábua 


ан. [om] use [2%] cora | co [om] 
0|1,057 0468 1.707 165 Я ‚ 160] 
а rrt a Tom a | 
3121 Ed 
2] 5428 | 347s |1,7070702 | 3120| 0,202 2008 | 7501) OM |58 
3| 1,657 7898 7 
4 | O58 0371 | 2473 Y 08 1022 311919201 8078 бозо | 046 E 
5 2842 | 2409 | 1,708 7258 | 8112) 1,201 2742 5585| 045 % 
6). 5312 | „в [17000374 |, ,, [0,200 
2168 | 1,709 0: ‚2909626 
7|1,0587780 | 2406 3488 | 9114 6512 4292| ES 
8| 1,659 0246 | 210 6601 |3113 aae | 647 |23 
2464| _ 3112 8208 3045 | ويم‎ |52 
9| 270 1,7099713 0,29002 nm 
10 фа | 2463 | T710 2824 13111 | 289 7176 250 ио | 
11|1,e59 7633| 2460| "^ 5983 | S108 | " Soo 9 |20 
Bu 260 33e | 4007] 1700] SO [40 
12 | 1,660 0093 17109041 "n 
5 2550 2457 [T711 2148 |3107 0'288 2850 т mao 0402 | 040 |48 
Шш 0005 | 2454 5254 |5106 4746 | 1,9189752 | 020 |46 
15 1459 1,711 8358 à 
заво [1711805 0.289 1642 | — ош! 
16 | 1,000 0911 |2452 | 712 1461 |3103 [0,287 8859 B490 | 651 |44 
17 [1,661 2361 4562 |2101 КИ 
ыйы 2149 3100 Esa Т | qua | 48 
18| 480 1,712 7609 0,287 Nr 
19 2239 | 2447 |1218 оти |3099 | 0'286 9230 sios | 652 |47 
B ФУ 3009 [0,2869280] 6195 41 
661 9702 3850 |3007 G41 5842 029 |40 
21 | 1,602 2145 713 6056 . 
; йт T 02803044 — 5180 
2 4586 | 2441 [1,714 0051 [3005 | 0'285 9949 КАКАН 
23| 7026 3145 |8004 5 | бм | 
: 2138 3002 0655 2881| 54 [37 
24 | 1,6629464 6297 
Тея 1000 | 2436 3002 п 3227 | e55 |30 
25 1000 | 2455 149829 [go | 0,285 0671 2572| 635 | 35 
209311 Зоо [0,284 7681 1916 | 636 |34 
27| G76 5508 
dem 4492 126 
28 | 1.063 9190 | 2481 | 1,715 8505 | 3087 | 0,284 1405 10480608 | 880 |32 
2 Toi 1628 | 2429 | T718 1682 |3087 | 0,283 8318 | T, 0470047 655 a 
зови 4066 2428 | Lo 4707 0,288 5233 | 1,947 0259 | 999 | 30 
com ы») coro [Pm] mua. | em ьн.) 
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As tábuas trigonométricas logartimicas são as mais usadas 
no cáleulo trigonométrico, pois permitem muito maior precisão 
do que as naturais. 

onvém notar que as tábuas só contém os ângulos até 90º. 
Se o ângulo é maior do que 90º fazemos sua redução ao 1.º 
quadrante. Convém também chamar atenção.de que 08 loga- 
ritmos dos arcos maiores do que 45º existentes na tábua são 08 
Tuesmos dos arcos menores do que 45º, o que so justifica pelo 
fato de os ângulos serem complementares. 

Adotaremos para os cálculos de nossas expressões e exer- 
cícios, e para ав nossas explicações as Novas Tábuas de Logarit- 
mos por uma Reunião de Professores (conhecidas também 
como de F.T.D.). Esta tábua contém,a partir de certa página, 
os logaritmos dos senos, co-senos, tangentes e co-tangentes 
dos arcos de 0° a 90º, com 7 decimais e de minuto a minuto. 

Contém, também, numa das últimas páginas os valores 
naturais das linhas trigonométricas. 

Cada página da tábua, assim como vernos pela que acaba- 
mos de apresentar, contém no alto ou no pé, e no meio, O 
número de graus de ângulo. Os ángulos menores do que 45º 
são indicados no alto da página e os seus minutos na coluna 
estreita da esquerda. Os ângulos maiores do que 45º são 
indicados ao pé da página e os seus minutos na última coluna 
à direita. 

Nas quatro colunas designadas pelas abreviaturas das 
funções trigonométricas, estão os logaritmos dos valores dessas 
funções. Essas devem ser lidas no alto ou no pé da página, 
conforme o Angulo seja menor ou maior do que 45º, respecti- 
vamente, 

As colunas à direita das colunas dos logaritmos dos senos 
e co-senos dão as diferenças tabulares dos logaritmos dessas 
linhas. 

A coluna central dá a diferença tabular comum dos loga- 
ritmos das tangentes e co-tangentes. 


34. Uso das tábuas. Existem dois problemas para cuja 
resolução necessitamos usar ns tábuas trigonométricas: 


15) Dado um Angulo, achar o logaritmo de uma de suas 
linhas trigonométricas. 

2º) Dado o logaritmo de uma linha trigonométrica de um 
ângulo compreendido entre 0° е 90°, achar esse ângulo. 
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35. Pri 
а вашага, ролева Dado о arco, calcular о 


1.º Caso: Se o ângulo contém арем i 
ads arama o pma, а PAY iiiki 


Neste caso a leitura 6 imediata. Exemplos: 
1) Achar o log sen 27º 12". 
Encontra-se a página que contém 27º (pági 
diesen еее rr дадан, 
Verifica-se, a seguir,na coluna da esquerda e de ci 
: puir, de cima 
baixo o número de minutos. À direita de 12” achar 0093 
олко ои ireita de 12 achamos 1,6600093 
log sen 27º 12' = 1,6600093 


Se fosse log sen 27º 13’, teríamos que o logaritmo seria 


I A 
о (de modo análogo ао dos logaritmos dos números 


2) Achar log tg 62° 44'. 


Verificando ao pé das j. 
acharíamos а died cibos c кекеч 
Procurando-se de baixo para cima, na última coluna à 


direita 44' e vendo na coh i i i 
Spe eb el R luna da tangente (lida em baixo pois 


log tg 62° 44 = 0,2878539 


2.º Caso: Se o пош й 
NES gulo contém graus, minutos e segundos 


L Neste caso, procuramos o logaritmo 

ете inferior во бао Medios a diferença 
tabular, calculamos por uma regra de trés simples, o valor 
correspondente aos segundos e, a seguir somamos ao logaritmo 
encontrado, ou subtraímos conforme se tenha, respectiva- 
mente, seno e tangente (crescem com o arco) ou co-seno e 
co-tangente (decrescem com o arco). Poderemos usar a di 
sigáo prática dos exemplos a seguir. ia 


Exemplos: 


1) Achar o log sen 27º 12’ 40”. 
É evidente que 27º 12' < 27º 12' 40" < 27º 13. 
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i imediata- 
Consideramos então o logaritmo do seno do arco ime 
mente inferior ao dado, contido na tábua, obtemos: 
log sen 27° 12” = 1,9600093. 
A diferença tabular entre este logaritmo e o seguinte, 
que é o log sen 27º 13', 6 2457. % S^ 
bemos que o seno cresce com o arco no L9 qua- 
drane ө, admitindo à proporcionalidade entre ов acréscimos 
do ángulo e os do logaritmo do seno, temos: 
| us Q^ — 2487 _ 
e , ر‎ PEA 1088 
40"- 2 
Então log sen 27° 12 = 1,6000093 
acréscimo para 40” = + 1638 
log sen 27° 12 40” = T,6601781 


2) Achar o log cotg 27» 20' 12". 
log cotg 27º 20" = 02860141 60”- 3097 
127 - = 
- 619 
log соё 27º 20° 12" = 0,2865522 VS зит х CA 


36. Segundo problema. Cálculo do Angulo conhecido 
o logaritmo da função trigonométrica. 


1º Caso: Se o logaritmo está na tábua, acha-se o ángulo 
diretamente. Exemplos: 
1) log cos z = 1,6636708. 
т = 62033" 
2) log cotg = 0,2903399. 
2=278 


ао dado, ou o Angulo imediatamente superior ао dado, sme 
forme se tenha, respectivamente, seno e tangente ou co-sel 
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1) Dado log tg a = 1,7093512, achar т. 
log tgz = 1,7093512 


log tg 277 3488 d = 3113-60" 
na 24 24-5 
а 2 TO", 4 
r 24 
-HX oa 
ou z-20T 3118 
2) log cos z = 1,6604210, achar т. 
Dispóe-se o cáloulo assim: 
log cos 62º 46! = 1,6605005 2455 - 60" 
log cos z = 1,6604210 795 -m 
795 
795 x 60 
т = BA 194 
а = 02 40 19”, 4 2455 


37. Tábuas trigonométricas naturais. 


PropLema: Dado um ângulo, achar o valor natural de 
suas linhas trigonométricas. 


a) Se o ángulo é dado em graus, procura-se na página 
da Tábua de Logaritmos adotada, o valor correspon- 
dente, com 4 decimais. Exemplos: 

1] sen 30° = 0,5000 
2) 45" = 1,0000 
3) cos 40° = 0,7660 
4) сої 72º = 0,3240 


b) Se o Angulo 6 dado em graus e minutos ou em graus, 
minutos e segundos, procura-se na página dos va- 
lores naturais o valor correspondente ao ângulo 
imediatamente inferior e a seguir calcula-se, admi- 
tindo-se a proporcionalidade entre os ângulos e os 
valores de suas linhas trigonométricas, o acréscimo 
do ângulo a ser feito. Exemplos: 


1) Calcular o valor do sen 30º 20". 
sen 30º = 0,5000 e sen31º = 0,5150 
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Como o seno cresce com O &rco, no 1. quadrante, temos: 
go’ - 150 (diferença entre os senos de 30º e 31) 
20 X 150 
Mam me o = 50 
20-m.'.m 0 
e sen 30º 20' = 0,5050 


2) Calcular o valor da tg 20º 40", 
Temos: tg 20º = 0,3640 e tg 21º = 0,3839 


60” - 199 € 
wom те DORA 
k tg 20º = 0,3640 
TM + 138 


tg 20º 40! = 0,3773 


38. Exercícios para resolver. 


- dm 61157 
1) Calcule log2 sena cosb para а 3P2 o 
2) Calcule log tga соф para a= 7218 e bm 40037” 


Determine : xs 
3) log sen 35° 40' 20" 5) log cos 26º 48' Ww 
4) log tg 78°27 42" 6) log cot 40* 12" 17 


Calcule, com o nuxflio da tábua que dá os valores naturais das linhas 
trigonométricas, os valores de: 


T) 2 sen 40° 9) tg 45º oot 60° 
8) cos 22° sen 30° 10) sen 199 11^ | 
Acho os Angulos correspondentes mos logaritmos das linhas trigo- 

nométricas + веет 

11) logsenz = 1,5475218 14) log 0082 = 15 

12) log senz = 1,9618463 15) log cotgz = 1,9593500 

13) log tgz = 0,3384008 16) log cotgz = 1,9518326 

RESPOSTAS! — 

1) 17113020 7) 1,2856 s 

3 0,5627288 8) 0,4638 13) 65°21 20 

з) 1,7657784 9) 0,3839 14) 31°32 10” 

4) 0,0000526 10) 0,020128 16) 47940807 

5) 19543454 11) 20°39 30" 16) 4810/15 

6) 0,0730370 


CAPÍTULO V 


Equações Trigonométricas 


1. Preliminares. Uma igualdade entre duas expres- 
вбев, que contém as funções trigonométricas de um Angulo 2, 
chama-se equação trigonométrica, quando se verifica apenas 
para certos valores desse ângulo z. Os valores do ângulo z 
que verificam a igualdade se denominam soluções da equação 
trigonométrica. 

Uma equação trigonométrica pode conter linhas trigono- 
métricas de um ou mais ângulos. Exemplos: 


1) senz=1 
2) sen?z-5snz--4-0 
3) senz + сову = 1,5 


Estudaremos, aponas, as equações trigonométricas que 
contenham apenas as funções trigonométricas de um só ângulo. 

Como a cada valor atribuído a uma função trigonométrica 
corresponde uma infinidade de ângulos, então, uma equação 
trigonométrica possui uma infinidade de soluções, as quais 
formam grupos em número limitado, de arcos côngruos. 


2. Resolução de uma equação trigonométrica. Re- 
solver uma equação trigonométrica 6, pois, achar os grupos 
limitados, dos infinitos arcos côngruos que a verificam. 

Na resolução de uma equação trigonométrica de um só 


arco incógnito podemos usar um dos dois processos gerais 
seguintes: 


1.5) exprimimos todas funções trigonométricas em função em 
uma só, que consideramos como incógnita auxiliar, resol- 
vemos a equação algébrica obtida e, tendo os valores 
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da função trigonométrica do arco incógnito, podemos, 
vom auxilio das tábuas trigonométricas, ou não, deter- 
imar o grupo, ou os grupos, de soluções côngruas da 
equação; 

2.5) podemos também resolver a equação exprimindo todas 
е funções trigonométricas nela contidas, em função da 
tangente do arco metade e, & seguir, tomando essa 
tangente para incógnita auxiliar, proceder como no 
primeiro processo. 


O primeiro processo tem, muitas vezes, o inconveniente 
de a equação tornar-se irracional. 

Esse inconveniento, todavia, desaparece quando usamos 
o segundo processo, que pode ser sempre usado desde que & 
solução da equação seja diferente de (2k+ Ur. 

Os processos gerais não são sempre aconselhados pois, 
em vários casos, existem processos especiais para resolver 
determinados tipos de equações, que tornam a resolução muito 
mais simples e mais rápida, 


3. Equações trigonométricas simples. A resolução 
de uma equação trigonométrica pode, como já vimos sucinta- 
mente no n.º 2, ser conduzida à resolução de uma equação 
simples, de um dos seis tipos seguintes: 

genî = a cosz =b tgr=c 
cotgz = m sez en cosec х = p 


Vemos, assim, que resolver uma equação simples é deter- 
minar os valores dos ángulos que possuem a mesma função 
trigonométrica considerada. 

Resolvamos a seguir as três primeiras dessas equações: 


4. Resolução da equação sen х = a. Exemplo: 


Resolver: senz = paia 


2 
As soluções não cóngruas são, como é fácil de ver, 
LUN qu dE 
3 373 
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As soluções gerais (dois grupos de soluções cóngruas) são: 
т 
21 =2kr + o za = 2k + Dr 


ou cet 


5. Resolução da equação = i 
E a equação coss b. Para que exista 


-15b51 
Exemplo — Resolver: cosz = 0,6428. 


A menor solução é 50º (Tábua dos valores naturais) 
As soluções gerais são: À 


2 = 300° k + 50° ou z = 2br + F5 


6. Resolução da equação tg x = е. Como a tangente 
é definida em todo o campo г 
e o eal a equação dada admite 


Se a é 
E se a ponor solução da equação, a sua solução geral 


Exemplo: Resolver tgz = 0. 


O menor arco que satisfaz à equação é 0°. 
A solução geral é z = kr. 


7. Observação. Para resolve 

"Озе h r as trés equ igo- 

дой simples: cota = m, жел = по SS MEE 
azer recair essas equaçõe à 

кезү ТО e UN Huit e uade 


8. Tipos clássicos de equações trigonométricas. 
ExzwrLo I. Resolver: 1 + веш? г = 3 costa. 


Utilizando o processo imi 
| n geral de exprimir todas as linh 
trigonométricas em função de colhendo 
liene эшч unção de uma delas, temos, escolhendo 
1 + sen? z = 3 (1— sen? z) 
. 1 + sen? z = 3-3 gen г .'. 4веп? х = 2 
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A (I) tem para soluções não cóngruas: Lo & 


é para soluções gerais: 21 = 2kr + fos = hr + = 


m a = kr + WE 


E a (2) tem para soluções não cóngruas: т + 1 e 2т- i 
As soluções gerais são: 
Li 


noie = (2l De qe no Penna 


sobre CD A 


zekei F representa as 


ou 


Podemos dizer entáo que 
soluções côngruas do sistema. 
Exumpro П. Resolver: sen? 2 +3 0087 =3. 
Adota-se ainda o primeiro processo geral, е escolhe-se 
cos x = y como incógnita auxiliar. 
Temos: 1-cos?z + 3 0082 = 3 
+. сов 2-3 0082 +2 = 0 ou 0-30 +2 = 0 
Resolvendo а equação, achamos as raízes: 2 e i" 
Substituindo em cos z = Y, obtemos: 
совт =2 e cosz= 1 
A primeira equação é impossível. 
E,coszelouz- arc cos 1 
e temos a solução geral: z = 2kr . 
Exuuezo Ш. Resolver: tgz = соёт + cosec 7. 


Empregando o segundo processo geral, procuramos ex 
primir as funções trigonométricas da equação dada, em função 


z 
datu. 
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De acordo com as fórmulas (XXV) da pág. 529, fazendo 


z i ý i 
#2" incógnita auxiliar, a equagáo dada ficará: 


2y _1- l+? 


Dist ЛЫ to) para yO eyê il 
temos: 4y2 = 1-2,2 + yt + 1-yt °. 0ya 2 ou ت‎ 1 
3 
É "EEG 
to" tz 


A menor i z т 
sado Goi determinação de * 6+ sr? temos, de um 


a 
2 


= т 2 

Ardo Gn kr Yr kT a 2r Ер 
хемо IV. Resolver: sen 22 = coss. 

se ien o de um pequeno artifício. Podemos escrever 


2 seng cosa = cos z 


.'. 2 веп х cosg- совх = 0.'. cos z (2 
gu son z2 ~1) = 
e teremos: : EE 
we2-0o2snzel..snzel 
2 


Suas soluções gerais são, respectivamente: 


а =? 5 o аз = Sie + To (2 De 3 

e, ш = Ded Tom e = (2% + Dr-+ 
Ou, melhor: z= kr 5 

ou а= kr FOND 


Exmurto V. Resolver: sentz + costa = >. 
8 
Resolvendo por artifício, temos: 
(sen? т + cos? z)? -2 sen?z costa = E 
8 


| 
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0. 1-2 sen? = costa 5. 7. 06 sen? z cos? = = 3 


4 sng coss = + УЗ ou 2 senda = + УЗ 


e sen 22 = + 2 
As soluções gerais são: 
т 
tg 
Ехкмрго Vl. Resolver: senz + ҮЗ cosz=2 
(Escola Naval - 1052) 


Façamos logo tg e = ҮЗ е substituamos na equação 
dada. 

Vem: senz + tg p cosz = 2 

.", sen 2 cos p+sen e cos 2 72 008 e." .Ben(z-- е) =2 сове 


1 
De tg ¢= УЗ, achamos p= are tg V3 =60ºe cos #=т` 
1 
Então, sen (z + 00) = 2 X = = 1 


a menor solugüo desta última equagáo é 
z + 60º = 90° 
e a solução geral 6: x + 60° = 300° k + 90° 
. æ = 360° k + 30° ou 4 = 2r + 


7. Exercícios para resolver. 


Resolver as equações trigonornétrie: 


2) cosz=1 3) tgz = 


1) senz = 0 (EG, - 1972) 


4) A expressão geral dos arcos cuja tangente é igual à co-tengente é ..- 
(COMSART - 73 - ОВ). 


5) Os arcos positivos, menores do que 540º, cuja tangente 6-3 
(B. Politécnica U, Cat. = Rio — 1967). 


A 


8 
7 
8) 
9) 
12) 


13) 


14) 


15) 
10) 


25) 
2) 
2) 


32 
33) 


Md E AS 
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1 

32 47 = 0,6494 10) senz ou a = E 

te (o + 100) = tg (22-5) (Escola Naval - 1952). 


208 Tz = 0088: (ENF — 9. у eosz + VT senz = 1 
2 sen?z + 3 = 5 senz (Escola Militar — 1938). 
Resolver a equação 3senz +4 созт = 5, tomando para incógnita 


(Escola Militar - 1940). 


Resolver a equação trigonométrica 3 sen? z - 3 sen z cost +4 cos? а «3. 
(Eso. Aeronáutica — 1942). 


Resolver a equação sen 8: —2 sen 22 + son z = 0. 
(Eso. Aeronkutlea - 1952). 


Resolver as equações: 
senta + oost = 0 
sen2z +senz = 0 


18) 3tgz-2cosz = 0 
19) 2 cos 2z -sen Bz = 2 
УЗ senz + созт = УЗ 20) сов? 2—2 cos? z sen z = 3 sen? z cosz 
Dé a solução geral da equação 

sen? z = cos? a = 0 


(ENE - 1981). 


(Ese. Fluminense Eng. - 1902) 
Calcule os valores positivos de z menores que 2x tais que sen 2 = sen 22 
(РОО - 1069) 
Dar a expressio geral dos arcos z para os quais 
2 (cos х + вес х) = 5 


Resolver: cosect z- sec? z- соі? z = tg? 2  — 

- 1969). 
Resolver: 
senz = — eos z (E. N. Engenharia = 1967 e U.E.G. - 1072). 
Asen?z = щт (E. Р. C. Aeronáutica — 1959). 
te 3x = ш (DES. — 1970). 


tg (300 +z) = 3tgz 
secz tg? z (1-2cos2) = 0 


(E. Química U. Recife - 1055). 
(Е. N, Engenharia - 1057). 


H 
a tad 
OE (E. Р. C. Asrondutics — 1960). 


senz-2 YS senz cose +3 costa = 0 
(E. Aeronáutica — 1958). 


(E. Politécnica U. Cat. Rio - 1957). 
(Е. Flum. Engenharia — 1957). 


воп? 2—2 senz созт + 008? z = 0 
senz = 8002—0082 
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34) 2 senta +4 sena cosz—4 00892 = 1 


A 1 amar و‎ н 
ана 7 2 


(B. N. Engenharia - 1957). 


-pendz. 008% 
(E. N. Engenharia — 1980). 


35) 


36) oos? £ sen 2r +2 sonz = 1 (F. ч. Filoeofia = 1950). 


87) 2(sen z + cos z) = вест (E. N. Eng. - 1950). 


ResrosTAS: £ 
4) ke +1 k 
DELI 4 A E 
ваа 5) 150%, 330° e 510° B) Ra UR, 
6) 2 = 180° + 38° = 
3) kr- t Dea 0 cM TR 


10) z 180° k +229207 o а = 180° k + 67°30 

11) z= 2kr е 2 O +N r~ 

12) т = 860º le +367 52 10" 

18) am kr + To = 180 k + (-1)* X 18926757 

19) 2 = 2kr o cl 

ж) amb e z= 1800 k 4189266" 
20 2ке ANT 


22) 60°, 180° e. 300 
x "a т 
17) zekr + е IS 


14) em kr o cube; 
15 am Me + 


10) zakr e a= Qe) + 


3 
18) z = ke + CX S 94) 2= kr or 
30) kefa + CD" rls 

31) kr + rja 

32) kw + rls 

33) kr е kr + xls 

34) 180 k + 45° e 180° - 78° 41' 24" 


35 kr + 


25) kr + E 
LA 5r 
20) kr + e n 3 
kr 
m 
28) kr + X 36) lex е wk + nresen t/s 


E 
29) ke o Met 3) =k“ 


CAPÍTULO VI 


Resolução Trigonométrica 
dos Triángulos 


1. Preliminares. Já vimos, no início da unidade IV, 
que o objetivo da Trigonometria é a resolução dos triángulos 
pelo cálculo. 

Chama-se resolver um triângulo calcular certos elementos 
do triângulo, conhecidos outros. 

Em geral, dizemos que um triângulo tem seis elementos 
principais: três lados e trés ângulos internos. E, dizemos, 
também, que resolver um triângulo é achar, conhecidos 3 
desses elementos, sendo um deles, pelo menos, linear, ов outros 
três elementos principais. 

Quando o triângulo é retângulo, um dos três elementos 
dados é o ángulo reto. 

Convencionaremos chamar, no estudo desta unidade, 08 
ángulos de A, B e C, e os lados de a, b e c. No triángulo 


retángulo representaremos o ángulo reto por A e a hipotenusa 
será, pois, à. 


2. Relações entre os elementos de um triângulo 
retángulo. 


15) Em um triángulo retângulo, qualquer cateto é igual 
ao produto da hipotenusa pelo seno do ângulo oposto ou pelo 
co-seno do ângulo adjacente. 

Seja um triângulo retân- 
gulo ABC (fig. 25), cujos lados 


СВ =a e СА =b estejam a " 
situados, respectivamente, so- 

bre dois eixos orientados CB C A 
e CA. то. 
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> н " 
Projetando o vetor a sobre o eixo CA, temos: 


Projetando, analogamente, а sobre o eixo suporto de 0, 


temos: 
BA = CB cosB.'.| с= а cos B (2 


і Angulo s&o 
Como os ángulos agudos de um triángulo retáng 
complementares, podemos escrever as igualdades (1) e (2) 
amim: b = a cos (00° -— B) = a sen B [3] 
e c = a сов(90°- C) = a sen C (4) 
As igualdades (1), (2), (3) е (4) justificam a 1.º relação. 
1 é igual 
25) Em todo triângulo retângulo, qualquer cateto 
ao us do outro pela tangente do ángulo oposto ow pela 
co-tangente do Angulo adjacente. " M mo 
Para comprovarmos esta relação, basta dividirmos mem- 
bro a membro, (3) por (2) e (4) por (1), obtemos: 


5 аав. [ье ешВв 5 
с 


EL IE c=btgC (0) 


E, como B e C são complementares, obtemos: 
| b = c tg (90° - С) = ссо&С (7) 
e c = b tg (90° - B) = b cotg B (8) 
35) Em virtude de serem os ângulos agudos do triángulo 
retângulo complementares, temos: 
в+ С =90° 
4.) De acordo com о teorema de Pitágoras, temas: 
а= 2+0 
5.) A área de um triângulo retângulo é o semiproduto dos 


catetos. bc 
s27 
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3. Resolução dos triângulos retângulos. É realizada 
com auxílio das relações anteriores. E, para que seja possível, 
é necessário que sejam dados um dos lados e um ângulo ou 
dois quaisquer de seus lados, a fim de que se possam deter- 
minar os outros três. 

Esses casos denominam-se clássicos e são quatro, & saber: 

1.) são dados a hipotenusa e um ángulo agudo; 
2.º) são dados um cateto e um ângulo agudo; 
3.º) são dados dois catetos; 

4.º) são dados a hipotenusa e um cateto, 

Devemos determinar, sempre que possível, as fórmulas de 
resolução permitindo achar os elementos desconhecidos apenas 
em função dos elementos dados. 

Assim poderemos determinar um elemento qualquer, sem 
ter necessidade de achar outros e trabalharemos sempre com 
elementos exatos. 


CASOS CLÁSSICOS 


4, Primeiro caso. 
в C, bc 
Dados Pedem-se 
В 8 


C-9»-B ES 
Fórmulas: | b = а sen B Seg =7“enB cos В 
e = a cos B * 
log b = log a + log sen B 
Donde: 4 log с = log a + log cos B 
log 8 = 2 log a + log sen В + log cos B + colog 2 
Exemplo: Resolver o triángulo, dados: 
А = 90° а = 358,25m В = 35° 40' 12" 


Cálculos auxiliares 
log 358,2 = 2,5541256 
0,5 606 log 2 = 0,8010300 
log a = 2,5541862 

log sen 35º 40” = 1,7657197 log cos 35º 40” = 1,9097821 
12" 352 12" 181 
log sen B — 1,7657549 log cos B = 1,9097640 
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556 


Cálculos definitivos 
Cálculo de C: € = 90º - 35º 407 12" = 54° 19 48" 


Cálculo de b Cálculo de c 
loga = 2,5541862 log a ' = 2,5541862 
log sen B = 1,7657549 log cos B = 1,9097640 
lgb = 28199411 logc = 2,4639502 
20890 9384 2910 8930 
27 572 

s. b = 208,900 7. в = 291,08m 


Cálculo de S 


2 log a = 5,1083724 
log sen В = 1,7657549 
log cos B = 1,9097640 

colog 2 = 1,6989700 

log S = 4,4828613 

3039 7307 

1306 d = 1429 

+. S = 30399,13m? 


Оввквулдїо: É aconselhável efetuar primeiro ов cálculos auxi- 
liares; podemos, assim, calcular, primeiramente, os logaritmos de todos 
os números e, após, os das linhas trigonométricas. 


5. Segundo caso. 


b С, а с 
Dados Pedem-se 
B 8 
C = 90°- В 
pd gets „йшй 
Fórmulas: m SB S 2 2 b? cotg B 
c =b cotg B 


log с = log b + log cotg B 
log 8 = 2 log b + log cotg B + colog 2 


Exemplo: Resolver o triángulo, dados: 
А = 90° b= 184,523m В = 27º 48' 152 


log a = log b- log sen B 
Donde: 
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Cálculos auxiliares 
log 184,5 = 2,2659984 


023 = 541 
log b =2,2660505 lg2 =o, 

log sen 27° 48 = T,6087481 | log cole 279 48 = 02779015 
1572 607 15,2 ” -176 


log sen B = 1,6688068 log cotg B = 0,2779139 


Cálculos definitivos 
Cálculo de C: C = 90° – 27° 48' 15”,2 = 62° 11' 44",8 


Cálculo de a Cálculo de c 

log b = 2,2660505 log b 2,266050! 
m zi б 
e sen B = lo log cotg B = 0,2779139 

a = 2, 437 loj = 
3955 1465 3409 ar 
972 

.*. а = 395,588m 27. с = 849,916 e 


Cáleulo de S 


2 log b = 4,5321010 
log cotg B = 0,2779139 
colog 2 = 1,6989700 
log S = 4,5080849 
3228 = 9835 d = 1345 
$14 
.“ . Б = 32288,82m? 


6. Terceiro caso. 


b a, B,C 
Dados | Pedem-se ( 
с 
b 
Bo C -29»-B 
Fórmulas: 
b NT 
а= س‎ S-— 
sen B 2 
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Onsexvação : Aquí o cálculo de а não fol feito diretamente com оз 
dados; todavia, a expressão a = V52-+c3, que dá diretamente m não é 
dades eel hor logaritmos e, para torná-la logarítmica, langaríamos mão 
бш ищ ângulo auxiliar, que 6, exatamente, o Angulo B. 


Daí se justificar o cálculo de a pela fórmula а =p" 
log tg B = log b- log c 
Temos ainda À log a = logb = log sen B 
log 8 = log b + logo + colog 2 
Exemplo: Resolver o triángulo, dados: 
b=286m e c= 821 


Cálculos auxiliares 


log = 2,4563660 
log c = 2,5065050 


Cálculos definitivos 
Cálculo de B 
log b = 2,4563060 
log с = 2,5065050 
log tg В = 1, 9408610 
41° 4l 6075 
2535 
s. B = 41°41 59”,8 


Cálculo de с 
log b = 2,4503660 
- log sen В = 1,8229716 
log a = 2,6333944 
4299 = 3674 
270 
‚ а = 429927 


7. Quarto caso. 


a 
Dados 
b 


log 2 = 0,3010800 


Cáloulo de log sen B 
log sen 41° 417 = 1,8228302 
597,8 1414 

log sen B = 1,8229710 


Cálculo de C 
O = 90 - B = 48 18 0”,2 


Cálculo de S 
log b = 2,4563600 
log e = 2,5065050 
colog 2 = 1,0989700 
1085 = 4,6018410 
8127 
283 

+. 8 = 45002,99m? 


С = 90° - 51° 19° = 38° 41 
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senB = + С =90-B 
Fórmulas: | ¢ = 191757 = VG+D (4-5) 
НЕРСЕ) 
i E Ra ч тена em calcular C diretamente, me- 
: 


Só empregaría " 
wc азе мааа и fosse pedido para calcular, 


log sen В = log b - log a 
и 1 
Тешов аїпда: | logge — 7 [log (a + b) + log (a - b) 
log S = log b + log c + colog 2 
Exemplo: Resolver o triángulo, dados: a 
a = 490m Ь=3825ш 
Cálculos auxiliares 


log 2 = 0,3010300 
log a = 2,6901961 
log b = 2,5826314 


Cáleulos definitivos 
Cálculo de B 
log b = 2,5826314 


a-b=107,5 e a+b=872,5 
log (a+b) = 2,9407654 
log (a-b) = 2,0314085 


Cálculo de c 
log (a + b) = 2,9407654 
-log a = 2,6901981 log (a — b) = 2,0314085 
log sen B = 1,8924353 2 loge = 4,921739 
+ B = 51°19 Us log с = 2,4860869 
Cálculo de C is 2 
817 
x ‚`. e = 306,25m 
OnssnvAgko: О logc, já calculado, vai ser útil no cálculo de S. 
Cálculo de S 
logb = 2,5826314 
log с = 2,4860869 
colog 2 = 1,6989700 
log S = 4,7676883 
5857 752 
131 
.'. 8 = 58571,76m? 
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8. Aplicações. 

1) Um engenheiro situado com um teodolito (aparelho que 
permite a medida de ângulos) a 100m de distância de 
um edifício, o vê sob um ângulo de 22º. Qual a altura 
desse edifício ? ^ 

Temos, pela segunda relação dos triângulos retângulos, 
h = d tg 22º 

na tábua de valores naturais vemos que tg 22º = 0,4040 

sh = 40,40m 

2) Um engenheiro sabia que o maior lado de um terreno 
triangular media 1718,4m,e desejava saber do compri- 
mento dos outros dois lados, sabendo que o maior ângulo 
e o menor mediam, respectivamente, 90° e 17%, Como 
procederia o engenheiro, sem ir ao terreno? 

Temos: a=1718,4m B=17°. Precisamos calcular b e c. 
Com as fórmulas do Primeiro caso, ele teria: 


Cálculos auxiliares 
log 1718,4 = 3,2351243 
log sen 17º = 1,4654353 log cos 17º = 1,9805963 
Cálculo de b Cálculo de c 
log a = 3,2351243 log a = 3,2351243 
log sen B = 1,4654353 log cos B = 1,0805963 
log b = 2,7010596 locc = 3,2157206 
sb = 502,41m t. c = 1643,31m 


3) Num triângulo retângulo ABC, a hipotenusa mede 28m 
e a diferença entre os ângulos agudos é de 17° 28'. 
Calcular o volume gerado pela rotação completa desse 
triângulo em torno do cateto maior. 


(F. N. Arquitetura - 1949). 


Temos: В - С = 17° 28' 
B+C=00 
В = 107º 28 *. В = 53:44' e a = 28m 


А 
O volume do cone é V = Es h, 
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Fazendo h =b e R = c, temos: 

h=asenB e R= a coos B 

та? сов? B. asen В _ та? сов? B sen B 
E] 3 


a «* « log V =logr +3 log a+2 log cos B-+log sen.B--colog 3 
П 


Vo 


log т = 0,4970679 

3 log a = 4,3414740 

colog 3 = 1,5228787 

2 log cos B = 1,5439744 

log sen B = 19064819 

log V = 3,8118769 
6484 8430 d = 670 


9. Exercícios para resolver. 


Resolver um triângulo retângulo, dados : 


D {BSR ir, 8 d (осна 

» [5 @» o ($2 Шш 
Calcular as áreas dos triângulos retângulos, conhecidos : 

» (120m п {УТАР 

°{ 1м ө (е3. 


9) Resolver o triángulo retângulo, dados: 
а = 406,788 e b = 805,624 
(Escola Militar — 1934). 
10) Resolver um trlângulo retângulo, dados: 
а = 3490,735m e с = 1485,524m 
їй ài (Esc. М. Engenharia — 1923). 
ipotenusa de um triángulo retângulo mede 10m. Ui Angul 
[o Dea do outro. (Apri геги Ша: а чн мо 
ы (E. Aeronáutica — 1958). 
12) Num triángulo retángulo um Angulo mede 
шы Gm шаны O plas йат 
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18) De um navio vê-se, sob um Angulo de 13° 52’ o vértice de um farol 
distante de 300m. Qual a altura do farol? 


14) Som o auxílio das tábuas, calcular os lados b e e de um triângulo re- 
tángulo, cuja hipotenusa mede V5 metros, sabendo-se que : 
sen B = 2 sen C 
16) Calcular com o auxílio das tábuas, os ángulos de um triângulo retån- 


gulo cuja razão entre os catetos 6 2 + Үз. 
(Escola Militar - 1941). 


16) Qual 6 o ángulo do elevação do sol quando a sombra de um poste 
de iluminação 6 5 de sua altura? 
17) Num triângulo retângulo a diferença entre os ângulos agu: dos é 13º 30" 


e a área mede 160m2, Calcular a hipotenusa e os catetos. 
(F. N. Arquitetura = 1047). 


18) Resolver (trigonometricamente) o triângulo retângulo, sabendo-se que 
am 7 
a 


axe A 
(Esc. Aeronáutica — 1952-1958). 


19) Em um triângulo retângulo dá-se с= 348 228,43. B =4%° 35 27". 

Calcular b. Calcular, om seguida, de que quantidade se deve au- 

mentar В para que c, conservando-se constante, b seju aumentado 
20m. 


de (Eso. N. Engonharia - 1948). 
RESPOSTAS: 
C = 58°30 42" B = 51° 15' 45^ a 
1) inia y | enero — Damm 
в = 750,206m a = 55,351 6) 548 550,60m* 
C = 43° 42 EM 7) 1710 583m? 
2) | a = 366,53m à) | C- 524 21" 
с = 259/24m Gand s 5) 385062012 
0) Be 3705816",2 C m 52144,8 c= 891,591 
10) c=3168,8m C= 25871” В = 642527 507 
11) 5m М) b=2m o c= Im 
12) 30m е 10 Vm 15) 90°, 75º e 16º 
18) 74067 16) 3394124" 
17) a = 2484m, b= 15,37m e c= 19,50m 
ү 


18) 4= 90, В- 90 Cmo, ba 
19) b = 394862,63m e 8” 


Trigonometria — Segundo ano 563 


10. Relações entre os elementos de um triângul: 
qualquer (obliquángulo). a 


1.) Teorema pos sexos: Muito conhecido como “lei 
dos senos", enuncia-se assim: 


Em qualquer triângulo, os lados e os senos de seus 
ángulos opostos ostão numa mesma razão, igual ao 
diâmetro do círculo circunscrito no triângulo. 


Seja um triângulo ABC 
inscrito em círculo 0, de raio 
R (fig. 26). 

Tracemos o diâmetro AD 
e unamos a sua extremidade D 
ao vértice B. 

O triángulo ABD 6 retán- 
gulo em B, por estar inscrito 
em um semicírculo, 


~ 
.'. c= AD sen ADB 


== — 
Mas, AD=2R e ADB=Ô, FIG. 20 

como ángulos inscritos que 

subtendem o mesmo arco, Então, 


c=2R senC .'. 


c 
sen G 7 28 
De modo análogo obteríamos: 


a b 
ma RB 


a b 


Logo: TA RENE MU EL NINE. 
UU ni T xnP xaO E 


2.) TEOREMA ров CO-SENOS: 


O quadrado de um lado de qualquer triángulo 6 Igual 
à soma dos quadrados dos outros dois menos о dies 
lessos dois lados pelo coseno do Angulo 

por eles formado. 


do produto 
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a) Se o lado a de um triángulo ABC está oposto a um 
Angulo agudo (fig. 27) e CD 6 & altura de ABC, 
então, da Geometria Elementar, temos: 


а = + ‹%-2с. AD 
с 


FIG, 27 FIG, 28 


as, do triângulo retângulo ADC, temos (n.º 2): 
AD = b cos A 
nt. a? = b? 4 c? – 250 cos A 
b) Se o lado a de um triângulo ABC está oposto & um 


Angulo obtuso (fig. 28) e CD é a altura de ABC, 
também da Geometria Elementar, temos: 


a? = ro 2cAD 
Mas, do triângulo retângulo ADC vem: 


AD = b cos (180° - А) = b (- cos A) = -b cos A 
sog e bip 1-2 b0 cos A 


De modo análogo provaríamos que: 
b? = a? + ¢ - 2 ac cos B 
o? = a? + b? - 2 ab cos C 


3.) ЕхрвЕвЗАо TRIGONOMÉTRICA DA ÁREA: 


A área de um triángulo qualquer é Igual ao semiproduto 
de dols lados multiplicado pelo seno do Angulo por 
eles formado. 
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Seja um triângulo ABC e tracemos sua altura CD. 
Da Geometria Elementar sabemos que a área de ABC 6: 
AB х Ср c.CD 

2 E 


Se o ponto D está no interior de AB (Fig. 27), do ADC 


temos OD =b sen 4.º. S LENA 


Se o ponto D não está no interior de AB (fig. 28), do 
triângulo CDA obtemos 
io T 
CD = b sen DAC = b sen (180°- А) =b sen A 
Ў be sen А 
ا‎ 


S= 


Analogamente, achamos: 
ac sen B ab sen C 
BR CSS 
45) Do Teorema angular de Thales, temos: 
A+B +0 = 180º 


11. Casos clássicos da resolução de triángulo quais- 
quer. Estudaremos os quatro seguintes casos clássicos: 

1.5) são dados um lado e dois ángulos; 

2.9) s&o dados dois lados e o Angulo por eles formado; 

8.9) são Cados os três lados; 

4.º) são dados dois lados e o ângulo oposto a um deles. 


12. Primeiro caso. 


А C, a, b 
Dados | B Pedem-se 
с 8 


Sabemos С = 180^ - (А + B) 

Da 1.º relação dos triángulos obliqu&ngulos (n.º 10), temos: 
esen B свеп А 

wnC ° nc 


b- 


e pela 3.º relação (n. 10): 


1 csnA 
sen C 


1 
Seg enB=-z. 


FÓRMULAS: 
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c? gen А sen B. 


‚свеп В = nO 


С = 180 - (4 + B) 
log a=log c+log sen A+colog sen C 


log blog c--log sen B+colog 


sen C 


log 8=2 log c--log sen A-+log sen B+colog sen C-colog 2 


Exemplo: Resolver o triángulo, dados: 
А = 5619 40" В = 65° 20' 20” c = 13,56m 


Cálculos auxiliares 
loge = 1,1322597 
log sen А = 1,9202397 
log sen B = 1,9584043 
А + В = 121° 40 


Cálculos definitivos 


log 2 = 0,3010300 
log sen C = 1,9299891 
colog sen С = 0,0700109 


Cálculo de C: €= 180° - (4 +В) = 180° — 121º 40' = 58° 20" 


Cálculo de a 
log с = 1,1322597 
log sen А = 1,9202397 
colog sen C = 0,0700109 
log a = 1,1225103 


Cálculo de S 
2 loge = 2,2645194 
log sen A = 1,9202398 
log sen B = 1,9584043 
colog sen C = 0,0700109 
colog 2 = 1,6989700 


1325 2159 
2044 log S = 1,9122043 
8169 1689 
уз. a = 13,258m 354 
. 8 = 81,6966m* 
Cálculo de b 


log c = 1,1322597 
log sen В = 1,9584643 
colog sen C = 0,0700109 


log b = 1,1607349 
1447 4685 
2664 


sb = 14,478m 
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13. Segundo caso. 


a 
Dados {$ арап 
c 


Podemos | 
8 


Cálculos de Ве С 


н А 
Temos: А + В = 1800-0. SEE u go -G (1) 
Da 1.º relação (n.º 10), obtemos: 
a end 
b senB 
Ou, por uma propriedade das proporções: 
a+b вА + воп В 
a-b send -senB 


Transformando a expressão do 2.º membi 
Gum aa expe (ХХҮП. MA ML o e воан 


ا 
a+b” 2 " A-B a-b, A+B‏ 
a-5 q ant O‏ 


A+B 
Mas, de (1): ttz - cotg $ e a (2) ficará: 


A-B a-b с 
E E TS ET (8) 


como conhecemos a, b e C então pod i 
e (3), calcular os valores: аи 


Cálculo de с: Da 1." relação (n.º 10) obtemos: 


„ben C 


e= wn B 
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Cálculo de S: De acordo com a 3.* relação (n.º 10), vem: 


ТРЕСТ 


Exemplo: Resolver o triángulo, dados: * 
a= 2172m b -1549m — C 4T 


Cálculos auxiliares 


a-b = 623 
log (a - b) = 1,7944880 
log a = 2,3368598 


log TI = 0,3616981 


Cálculos definitivos 


Cálculo de 4 e B 


log (a - b) = 1,7944880 
colog (a + b) = 3,4293408 


log cor = 0,3016981 


.*. log ut? = 1,5855264 


22 = 213/84 4 = B 


A+B с "a 
fi -99-.-0P30ca 
Cálculo de c 

log b = 2,1900514 

log sen C = 1,8641275 
colog sen B = 0,1472020 
log e = 2,2013809 


.*. e =158,96m 


a +b = 3721 
log (a + b) = 2,5706597 
log b = 2,1900514 
log sen C = 18641275 


Como A=a+8 e B=a - В 
A = 87° 33 34”,4 
В = 4520 25”,6 


log sen B = 1,8527980 


Cálculo de 8 
log a = 2,3388598 
log b = 2,1900514 
log sen С = 1,8641275 
colog 2 = 1,6989700 
log 8 = 4,0900087 


s. 8 = 12302,93m* 
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14. Terceiro caso. 


a A,B,C 
Dados | b Pedem-se 
c 8 


Cálculos de A, B e C. 
Da 2.º relação (n.º 10), achamos: 


муй | 
co ABES „нас os qu ad aio 


3h ^ Za °° 2 ab 


Como essas fórmulas não são calculáveis por logaritmos, 
efetuemos essa transformação. 


Eu 


Seja: cos A = 


Calculemos separadamente 1-cos4 e 1 + созА ea 

" n A 1- cos À A 
seguir, mediante a fórmula tg 7- = N та £ 
tod ula tg 5 Tiros i] achamos 7- © 


E ATA E E бда 


3 be 35e 2 ho 
_ @+5-9) (a-b+o) 
2 be 
14008 414 + 22 аага a to e. 
_ beta) ф+с-@ 
2 be 


Fazendo: a+b+e= 2p e subtraindo a ambos os membros 
2a, 2b e 2c, teríamos, respectivamente: 


a+b—=e=2(p-0) 
a+e-b=2(p-b) 
b+e-a=2(p-0) 
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Temos, então: 


1-cos4 = 


20-2209 e 1+04 = 


2p. 2(p-4) 
2 bc 


a pá [сеа „ 2-0 Ф-0 
6875 ғов р(р-а) 


ou, ainda ut sal р-а) (p 00-9 


р-а) ( 


е fazendo: r == 


r 
p-a 


Temos: tg 4 - 


) (r raio círculo inscrito 
no triángulo) 


Procedendo de modo análogo com as expressões de cos В 


e cos C, teríamos: 


B T 
== 


Essas trés expressões permitem calcular A, B e C. 
Cálculo de 8; como da Geometria Elementar: 


S=pr 


) (p 


então, S = p 09.9 9-9  Nptp-a) (p- D (P~ 


Exemplo: Resolver o triángulo, sendo dados: 
a = 50m b = 40m с = 25m 


Cálculos auxiliares 


р = 57,5; p-a = 7,5 
log(p- a) = 0,8750613 
log (p - b) = 1,2430380 
log (p - с) = 1,5118834 
colog p = 2,2403322 

2 logr = 1,8703149 
‚с. logr = 0,9351574 


p-b = 17,5; р-с = 32,5 
log р = 1,7590678 
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Cálculos definitivos 


Cálculo de A 


log т = 0,9351574 
-log (p - a) = 0,8750613 


log tg e 0,0600961 


Cálculo de B 


log r = 0,9351574 
-log (p - 0) = 1,2430380 


B 
log tg 5 = 1,6021194 


3 
[1 m 716 26º 12 0189 
A 
sS = 0 5 EUN E = 2612 19" 
sts A = 979 647 127 s. B = 52° 24 38" 


Cálculo de C Cáleulo de S 


log? = 0,9351574 log p = 1,7596678 
-log(p-c) = 1,5118834 | log r = 0,9351574 


с log S = 2,6948252 
logig-; = 1,4282740 | 4952 7806 d=877 
446 


© = 14° 50' 341 
2.0 = 29 41 8" 


7. 8 = 495,2508m? 


15. Quarto caso (caso duvidoso). 


a B, 
Dados | b ETO inue 
A s 
Cálculo de B. Da 1.º relação (n.º 10), tiramos: 
EU A, 
a 


Cálculo de C. Da 4.º relação: 
C = 180* - (4 + B) 
Cálculo de c. Da 1.º relação, vem: 


asen C 
9 sen А 
Cálculo de 8: و‎ 22920 
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16. Discussão. Como B é calculado pela expressão 


WB. bem A para que a resolução do triângulo seja por- 


sivel é necessário que: 


senB$1 ou bsenÁ $a, 


ou, ainda: 


log sen B $0 


Suposto, então, ù sen А Sa, o problema é possível e 
procurando na tábua encontraremos pera B um ángulo menor 
Bo que 90°, Mas sabemos que o ângulo 180° - В tem o mesmo 


seno de B: 


sen B = ий - В) => 


sen À 


então pode haver dois ângulos, que podem ser ângulos de um 
triângulo, pois são menores do que 180”. 


Façam: 


, ontão, um estudo das várias hipóteses que 


podemos ter, e apresentemos um esquema dessa discussão. 


bsnA»a 


— —— Impossível 


A = 90º — Impossível 


Db sen A = a |3 > 90º — Impossível 


7. В = 90 


A < 90º — Uma solução (triângulo retângulo) 


a > b, B«90* — 1 solução 
A «9a = b, В <90° —1 solução 
a < b, В<90° ou B> 90° — 2 soluções 
bsen А <a) A = 90º Se ab, 1 solução (triângulo retângulo) 
а> b— 1 solução 
sen B <1 Û 4 > 90° 0= b — Imposstvel 
a < b — Impossível 


Exemplos: 


1) Resolver o triângulo, sendo dados: 


a = 028m 


Cálculo de B 
log db = 2,7307828 


log sen 4 = 1,7692187 
colog a = 3,2020404 
log sen В = 1,7020414 


s. В = 30°14 6” 


b = 538m 


A = 86 
Como log sen B «0, sen B «1 
(Se log sen B >0, impossível) 
Е B<1 
Se фа < 90° 
>} 
então, o problema tem 1 só 


solugáo e, só após esse racio- 
cínio, achamos B. 


TE 
Ea 
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Cálculo de C: С = 180º-(A + B) = 113º 45' 54” 
Cálculo de c Cálculo de S 


log a = 2,9795 - 
log sen C = ВЕ pe - Fiir 
colog sen А = 0,2307813 log sen C = 1,9615189 
TURCO colog 2 = 1,6989700 
log 8 = 5,1892308 
+. 8 = 154607,58m 


.*. e = 997,8 


2) Resolver o triángulo, dados: 
а = 120m b=15m А = 52° 10 
Cálculo de B log sen В <0.*.senB <1 


logb = 2,1760913 
log sen A = L 8081038 Camo É B eO. 
colog a = 3,9208188 a<b 


log sen B = 1,9950139 
então o problema tem 2 solu- 


B=81º20'3",8 ções. 
B= 180º - B=98º 39'56",2 Caleulamos agora B e o 
seu suplemento. 


E, daqui para diante, temos dois trian 

, gulos que re 

com as mesmas fórmulas apresentadas para paras pos 
a mesma disposição de cálculos usada no exemplo 1. 


17. Aplicagóes. 
1.) Os lados de um triângulo medem, respecti 
" pectivamente, 2, 
Y6 e V3 +1 metros. Achar os ángulos, É 
Temos pela 2. relação (n.º 10): 
doma? 6+3+2VB +1-4 | 6+2 Үз 2 
2t "246.(N8 +) 62+26 2 


cos Bo LAH _4+%+243 +1-6 242 NB 1 
2.0 2x203 +) AIH) ? 
CA = 45°, B= 60 
r C = 180°- (4 +B) = 75 


cos A= 
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*) Resolver um triângulo que tem por lados y, у +1 e 
2) y 42, sendo que o ângulo oposto ао menor lado é 


i sto ao maior lado. 
igual à metade do Angulo оро M 


Seja A o menor ángulo, o maior é 24. 
S.A BA42A4 = 180° .'. В = 180°-3А e sen В = sen34 
y “+1 yt? di 
Fen A  sen3A веп2А 


y+1 y 2+1 o __2y+1 
aga end sensd+end 2веп2АсовА 


a 


Comparando a última fração de (1) com a última de (2) 


temos: 
2y+1 E yt2 
Zsen2AcosÁ  &en24 


2y41 
2. 2y+1=2 cos A . (y +2) ou cond = 57 4 (3) 


e comparando & primeira com & última fração de (1), vem: 


и E E 262 کی‎ qu) 
en A = Овод сов `` 20084 2y 


Comparando (3) e (4), temos: 


2+1 Wt? . py + 4y + 4 
3543729 77 
ou ИЙ-%у-4=0..и=4еўз=-1 


Logo, у = 4, e 08 lados do triángulo sáo 4, 5 e 6. 


Cálculo dos ángulos 
4+2 3 
De (4) vem: 0084 = e mea = 0,75 
log сов А = 1,8750618 
Л.А = 4125 24-7 82º 50^ 
e B = 180° - (А +24) = 55º 45" 


14 
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18. Exercícios para resolver. 


Resolver os triángulos, sendo dados: 
1) A=20*18'43", В = 72753714", с =484,12m 
2) a =228,49m, b = 218,68m, C = 85°41 67" 
3) a =375,210m, B = 3542 17,80, С = 72°12'37”,47 
4) a = 229m, b = 61m, c = 282m 
5) a =628,2m, b= 543,0m, A = 8829/11” 
6) a = 177m, b= 21,0, A = 35*36' 
T а= 42m, d=48m, А = 08°43 
Calcular as áreas dos triângulos, sendo dados : 
8) a =375,219m, В = 85°42 17”, 86, C = 72 1287”, 47 
9) а = 428m, b = 256m, ¢ = 350m 
10) a= 1585m, b =1200,5m, C = 56°87 
11) a = 180m, b= 125m, A = 2515 


12) O raio do círculo eircunserito a um triângulo em que um lado mede 
a е о Angulo oposto А tem para expressão 
(R. Polit4oniea U. 


lo = 1987). 
13) São dados : 
A = 30° 20' 16", В = T0^ 05/30", а = 1230m 
calcule o lado b. (Escola Naval ~ 1052). 
14) Dá-se de um triángulo : 
A -8143' ù = 25120m c= 507,2m 
Pede-se determinar B, C e a. 
(Esc. Naval - Beloção, 3 Ano — 1081). 
15) Um observador vê uma torre sob um ângulo de 4º 35' 10". 


Aproximando-se dela 500m passa a vê-la sob um ângulo de 9° 7' 20". 
Calcular a altura da torre em dm e a distância do observador à 
torre, em dam, aquele na primeira posição, 
(Esc. N. Engonharia - 1047). 
16) Dois dos lados de um triángulo so b=4 e c= Y2 e o Angulo por 
eles formado 6 А =45*. Calcular, sem о auxílio das tábuas, O seno, 
e co-seno dos ângulos B e C. 
17) Os lados de um triángulo medem 5m, 6m e 9m, Determinar : 
а) a área do triángulo; b) a área do círculo inscrito; с) as tan- 
gentes dos ângulos, ж. Técnica Exército = 1948). 
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18) Resolver o triángulo, conhecidos: 
A, B, C e 2p 


19) Em um triângulo de vértices A, В e C, opostos respectivamente aos 
lados a, b e c, no qual В = 3Û e b = 2c, o ángulo Û mede 
(COMCITEC - 72 - GB). 


Respondi 


20) Em algum caso de resolução de triângulos é possível haver duas 
soluções? Quais os elementos dados? 
(Escola Naval = 1952). 
21) Nos triângulos obliquângulos, que relação existe entre os lados e os 
senos dos ángulos? (Eso, Aorontutica = 1052). 
22) Qual a expressão da área de um triângulo em função de dois lados 
quaisquer e do ângulo por eles formado? 
(Ene, Aeron 
28) Qual o raio do círculo circunscrito a um triángulo que tem a=5m e 
4-3%? (Бес. Acronáutica = 1952. 
24) A razão entre 2 lados de um tridugulo é 2 + ҮЗ eo ângulo por 


eles formado é de 60°, Calcule os outros dois ângulos. 
(E. N. Е, - 1950) 


25) Dé o valor numérico de res no triângulo que tem um ângulo de 15 
formado por dois lados que medem 10m e 12m: 
(Fac. Eng. UEG - 1964. 


26) De a área de um triângulo ABC em função de a, À е c. 
(ЕМЕ - 1963). 


27) Quais são os ângulos В е C de um triângulo ABC para o qual 


= 1952). 


tad 
е sen 7 
(EPUSP - 1961), 


28) Um triângulo tem um ángulo de 80*, formado por lados cujos com- 
primentos são 2 e 3. O comprimento do terceiro lado 6: 
A) Хб в) УТ ONE рз E уло 
(CICE - 1988). 


RESPOSTAS: 

1) C = 8048 3”, a = 217,39m, b = 468,72 

2) A = 48°30 22", В = AS AT 41”, c = 30£2m 
72 5 4", 67, b = 230,141 Im, с = 375,484 3m. 
1938 40", В = 15º 11 20", С = 85º 17 


| 
| 
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5) e = 3452m, В = 58° 17 30", C = 33:19 13” 
6) B = 45° 15 55", C = 00° 8 5", с = 30,02m 
В' = 134° 44 15%, C' = 9: 89 55”, 5,09m 
7) Impossível 11) 7 597,66m? 
8) 41 112,17m2 
9) 44 783,56m? 
10) 798 392,73m* 13) 1861, tm 
14) В = 140° 58 48", 2; C = T^ 18 11", 8; а = 2 097,56 
15) A = 801,424dm; d = 99,910 6dam 


16) 


17) 


18) 


19) 30º 
20) Sim. Dados a, b, 4 
v c у 
21) a act Es ab senC x 
) en A “sm Ê ven O Boe. "m 
24) 105º e 15º 25) 15 (V6 - У) m? 
og) 2, son C 
2) y mp den В 27) B e YN e C = 4 
28) У? 


GEOMETRIA ANALÍTICA 


(Terceiro Ano) 


CAPÍTULO 1 


Coordenadas cartesianas 


1. Introdução. Credita-se a Descartes (*) a primazia 
em introduzir a Álgebra no estudo da Geometria, criando, 
dessa forma, um vigoroso método que permitiu nos matemáticos 
tratarem, com real proveito, de assuntos tais como: tragado 
de tangentes a uma curva, lugares geométricos, eto. 

A este novo ramo da matemática dá-se o nome de Geo- 
metria Analítica, cujos problemas fundamentais são: 


1) Dada uma equação representá-la por uma linha. 


2) Dada uma linha, definida geometricamente, obter a 
equação correspondente a essa linha. 


2. Abscissa de um ponto de uma reta. Seja uma 
reta X'X e sobre ela um ponto 0 chamado origem (fig. 1). 


pm Êo O M. 
х b x 
FIG. 1 


Adotemos uma unidade de medida e suponhamos que 
os comprimentos medidos, a partir de 0, sejam positivos à 
direita e negativos A esquerda. 

Não é difícil de concluir que existe uma correspondência 
biunfvoca entre os pontos da reta X'X e o conjunto dos nú- 
meros reais relativos. 

O número zero é representado pela origem, os números 
positivos pelos pontos de X'X à direita de O e os números 
negativos pelos pontos à esquerda. 


(0) Rai Descanras, filósofo e matemático francés (1590-1050) 
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Os números são chamados abscissas dos pontos e a reta 
X'X eixo das abscissas. 

Assim os pontos M, P, Q e R marcados na fig. 1, repre- 
sentam respectivamente os números: 


(+3); CD; (+1, 9 e C) 


3. Coordenadas cartesianas. Acabamos de ver (N.º 2) 
um modo simples de representar graficamente um número 
relativo; agora, todavia, o nosso problema é representar um 
par ordenado de números z e y; é evidente que a primeira 
idéia que ocorreria ao aluno era tomar duas retas, uma para 
representar os números х e outra os números y. 


Poderão surgir diversas maneiras de considerar essas retas 
ou eixos, porém a melhor será considerar os eixos perpendi- 
culares e com suas origens coincidindo (fig. 2). 

E, então, traçando pelos 
pontos correspondentes aos nú- 
meros z e y retas paralelas, res- 
pectivamente, ao outro eixo, 
essas retas se interceptam em 
pontos que representam grafi- 
camente os pares de números 
zey 

Usamos comumente consi- 
derar o eixo dos z como hori- 
zontal, com o sentido positivo 
para a direita, e o eixo dos y 

FIG. 2 como o eixo vertical, com o 
sentido positivo para cima. 

Os dois eixos chamam-se eízos coordenados; о seu ponto 
de interseção é a origem e, em conjunto, é chamado de sistema 
de coordenadas retangulares no plano ou sistema de coordenadas 
cartesianas, em homenagem a René Descartes, 

Se temos um par ordenado de valores de z e y, por exem- 
plo 2 e -3, respectivamente, para determinar o ponto que 
representa esse par de números basta traçar pelos pontos 2 
е -3, dos eixos, paralelas aos eixos; o ponto de interseção dessas 
paralelas é o ponto P pedido (fig. 2). (Com papel milimetrado 
evita-se o traçado dessas paralelas). 


ри 
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O par de valores (2, -3) chama-se coordenadas do ponto Р; 
a primeira 2 é a abscissa e a segunda -3 a ordenada. 

E podemos dizer que existe uma correspondência biunf- 
voca entre os pontos de um plano e o conjunto dos pares 
de números reais relativos. 


Os eixos coordenados dividem o plano em quatro qua- 
drantes, em cada um dos quais cada uma das coordenadas 
tem um determinado sinal, conforme indica a fig. 3. 


A origem tem coordenadas nulas O (0, 0). 
Um ponto M do eixo dos z tem y=0 (fig. 2). Exemplo: 


M(2,0) 
Um ponto N do eixo dos y tem z=0 (fig. 2). Exemplo: 
N (0, -3) 
4. Exercicios. 
Representar graficamente ов pontos : 
1) 4 (8,2); В 65-2; € (1,3); D (2,1). 


2) E (5,0); F (0,3); 0 (C2,0; Н (0,-4). 
3) M (8,3); N (-2,-2); 0 (0, 0). 


CAPÍTULO П 


Problemas importantes 


1. Distância entre dois pontos de um eixo. Do 
teorema de Chasles “Trigonometria” — pág. 484, podemos 
concluir que a medida algébrica de um segmento AB, de ori- 
gem А (х1) e oxtremidade B (z2), é dada pelo número xa - zi. 

Chama-se distância entre dois pontos А (z1) e B (xa), de 
um eixo, ao módulo de sua medida algébrica, isto 6, | z2- 21|. 


2. Distância entre dois pontos de um plano. А dis- 
táncia d=AB em fungüo das coordenadas (zi, yi) e (za, y») 
de A e B, respectivamente, pode ser obtida aplicando no 
triángulo ABC, da figura 4, o teorema de Pitágoras. 


Tomos: d = АВ? = АС + ВС? 
Mas AC = 22-21 e B = ya- yı 


а= У (xa zi)? + (2 у)? 


OnsERvAgóns: 


15) Embora a demonstração tenha sido feita para A e B nol 
quadrante, poderá ser obtida qualquer que seja a posição dos pontos 4 
e B, bastando para isso que projetemos AB sobre os dois eixos e tome- 
mos em consideração a definição do distância. 

25) Fazendo na (D, уз=уз vem d= | za zı | que coincide com 
a definição do N.º 1. 


84 Se o ponto A 6 a origem (0, 0), temos : 


d= Vita 
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Exemplos : 
kK 


Achar a-distáncia entre os pontos (2,3) е (0,1). 
de VO-D 01-33 = Y4 4-22 

2.) Qual a distância do ponto (3, 4) à origem? 

de Y9 16-5 


3. Exercícios. 


1) Qual a distância da origem ao ponto (8,-8)? 
2) Qual a distância entre os pontos (2, 1) e (4, -1)? 


8) rcr pelao do triângulo cujos vértices são A (3, 4), B (-2, 4) 


4) Provar que os pontos А (3, 3), В (-8, -i -3 VB, 
Уайда de dia о Miu. ео OO NELE чушш 


5) Empregando a fórmula da distância entre de 

os pontos À (7,0), 2-1), CCS, JD ea em nha mta 99 

4. Ponto que divide um 
segmento em uma razüo 
dada. Sejam А (21,41) B (22,49) 
e M um ponto da reta AB. 

Calculemos as coordenadas 
(xo, yo) de М de modo que 
MA 


-k. 


MB 
Como um feixe de parale- 

las determina sobre duas trans- M 

versais segmentos proporcionais, temos (fig. 4): 


MA _ ЕР, po MA SO 

MB CRP © ив 50." 
=з. Yor 
“ 20-12 k m-a 


“e 20-21 = kzo- kzz e yo-yı = kyo- kyz 
ou, finalmente 


Zo 


(ID 


As expressöes (II) sio as coordenadas d. 
divide o segmento AB na razüo k. PURSE MUN 
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OBSERVAÇÕES: 
15) Be k <0 o ponto M está compreendido entre А е B; se k>0 
M é exterior ao segmento AB. 


25) Se к=-1, MA —-1,| MEE | = | MB | o M, 6 о ponto médio 
B. MB Ф 


As fórmulas (II) ficarão : 


Exemplos: 
Exemplos: 
15) Sendo А (2,3) o B(1,-2) dividir o segmento AB na razão 
i 4 3-4. 1 
Temos: tenis 


2.) Determinar o ponto médio do segmento АВ, sendo А (2, -3) 
o B (4,5). 
Temos: M (3,1) 


5. Exercícios para resolver, 
1) Determinar o ponto quo divide o segmento cujos extremos são 
A(-3,-5) e В (6,9) na razão =p. 


2) Achar os pontos médios dos lados do um triângulo cujos vértices são 
(2, 1), (4,3) e (0, D. 

3) Achar as coordenados dos pontos que dividem em 3 partes iguais o 
segmento, cujos extremos são (-2, ~1) e (8, 2). 

4) As coordenadas do ponto médio de um segmento AB são (-1, 2). 
Calcular as coordenadas de В sabendo que as do ponto А são (2, 5). 

5) Provar que as coordenadas do baricentro (ponto de interseção das 
medianas) de um triángulo, cujos vértices são A (21, y1), B (za уз) 
e С (zs, ya) são: 

= сенын doi „ини 


Isto pode ser verificado determinando o ponto médio M do lado BC 
de um triángulo e, a seguir, dividindo o segmento МА, onde А 


$ o vértice oposto a BC, na razão k = + pois, da Geometria 


elementar sabemos que as medianas se interceptam a 2а vértice: 
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RESPOSTAS: 
D Ch) 


1 
2) 0,2, (2,2) e (4,1) 9 (e) eco 
4) C4-0 
6. Área de um triángulo. Sej i j 
[ . Беја um triânguli 
vértices são А (21, yx), B (za, уз) e C (23, y3) (ig. СУЙ ч 
É fácil de verificar, observando a figura 5 que 
Área (ABC) = Área (ACE. 7 
m. C) du (ACED) + Área (CBFE) - Area 


2-1 
FIG. 5 


Mas ACED, CBFE e ABFD são trapézi 

Mas Х áreas 
são iguais à metade da soma de suas bas в multiplicada 

sua altura, então a (1) ficará: s Best menda, pela 


Área (ABC) = Ma (yı + уз) (5-21) + 
+ 1: (va+ya) (xa = 29) — ![a (y1+y3) (22 = 21) 


Efetuando os produtos indi 
PE do ра Prod cados no segundo membro e 


Área (АВС) = 1/2 (ziya + zaya + zai taya capa z14) (2) 


Esta última expressão pode ser escrii i 
i ү ita 
simpl is fácil de fi Te de modo mais 


1 [21222301 
5-3 e) 


у угуз у 
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de (3), somando ов, produtos de cada um dos 3 primeiros 
elementos da linha de cima, pelo elemento da linha de baixo, 
pertencente à coluna imediatamente à direita, e subtraindo а 
soma dos produtos de cada um dos 3 últimos elementos da 
Mba de cima, pelo elemento da linha de baixo, pertencente 
à coluna imediatamente à esquerda, 

A (2) poderia também ser escrita sob a forma clássica: 


mnt 
S = Ча |22021 
za ys * 


que não apresenta а mesma facilidade de cálculo de (3). 


Ozernvagone : 
15) Se em (8) 8 <0 toma-se o valor absoluto. 


25) A áron será sempre um número positivo, apena quando orde- 
mamo) vértices de modo que ао percorreritos вез pet nesta ordem 
namon ice do triângulo fique sempre À esquerda db sentido de percurso. 
Exemplo : 

lutar a área do triângulo de vértices А (2, 1), В 6,1 ө 041,2 


2 3 л А 
1 1 1 
s-+| A Amat 


1. Exercícios para resolver. 


1) Qual a área do triângulo cujos vértices são: А (1, 1), B (4, DeCQ, 2)? 
2) Calcular a área do triângulo cujos vértices sho: (0, 0), (3, 0) e (0, -5). 
= 1072) 


3) Dois vértices de um triângulo, cuja área 6 38, são: (7, 5) e (3-4). 
Qual a abscissa do outro vértice se sua ordenada é 67 


RESPOSTAS: 
1) 1,5 unidades de área 2-5 


3) -1 ou 149 


8. Condição para que 3 pontos estejam alinhados. 
Basta que a área do triângulo, cujos vértices são esses 3 
pontos, seja nula. 

Isto é: |n zs za *1 | 0 

iva Ya ys yi 


CAPÍTULO III 


A função linear e a linha reta 


1, Teorema. 


As coordenadas dos pontos de uma reta, não paralela 
da ros coordonadas, são soluções de ' Ж 
da forma nen A 


Sejam А (zi, y) е B (za, ya) dois pontos fixos de uma 


reta r (fig. 6) e P (z, y) um ponto genérico de r. 


ul 


FIG. 6 


Então, pela condição de alinhamento temos: 


zm tz 
уу 02 у= 0 


st а-и) £ + (2-2) y + zia = zay = 0 


ou 


ou, ainda 


590 A linha reta 
Yavi, 201-7102. 
pondo zs] ºC gama 


temos a equação 


2. Teorema recíproco. 


As soluções de uma equação da forma у=ат+Ь são 
| ordenadas dos pontos de uma reta. 


Realmente, sejam (21, 1), (za; ya) e (vs, уз) três soluções 
quaisquer da equação y=az-+b, tais que 23-21 € 23-51 
sejam diferentes de zero. 

Temos: yı = azı +b 


Ya = axza +b 
уз = azs +b 


Subtraindo da 2.* e 3.º equações a 1.º e eliminando a, 
vem: 
Ja Yı ya yi 
тас) 72-71 


L. уа + ema + zia Taya — Tiya = tayı = 0 


equação que pode ser escrita assim: 

232221 ed EU 

уз уз viva 
que é a condição de alinhamento e, portanto, as soluções da 
equação são pontos de uma reta. 


3. Representação gráfica da função linear. Deno- 
minamos de junção linear a toda função da forma 


onde a e b s&o constantes. 


Chamamos de fungüo linear, porque sua representação 
gráfica é uma linha reta (Nº! 1 е 2. 
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4. Inclinação de uma reta. , У 
A inclinação de uma reta, que inter- 
cepta o eixo dos x, é, dos quatro 
ángulos convexos formados pela reta 
com aquele eixo, o particular ángulo 
que fica à direita da reta e acima 
do eixo. 

A inclinagáo de uma reta, para- 
lela ao eixo dos x, é nula. 

Na fig. 7, 0 e a são as inclinações das rotas r e s, respec- 
tivamente. 


5. Parámetro angular e parámetro linear. Na equa- 
são 
y-ar4b 


a denomina-se parámetro ou coeficiente angular e b parámetro 
ou coeficiente linear. 


Como vimos (n.º 1): 


e observando a fig. 6 vemos que а= {у 0; portanto, podemos 
definir coeficiente angular de uma reta como a tangente tri- 
gonométrica de sua inclinação. 


a chama-se também declividade da reta. 
Fazendo na equação y ««az--b, 2=0 temos у=, portanto, 


o coeficiente linear pode ser definido como a ordenada do 
ponto em que a reta corta o eixo dos y. 


FORMAS DIVERSAS DE EQUAÇÃO DA RETA 
6. Equação geral e reduzida da reta. A equação 


= ar +b [t] 


estudada, nos N% 1 e 2, chama-se equacüo-reduzida da reta. 
Exemplo: 


592 Formas diversas da equação da reta 


A reta y=2+2, tem coe- 
ficiente angular 1 e linear 2 
(fig. 8). 

A (D pode ser escrita 
assim: az-y+b=0 


pondo 
a-À,-1-Beb-C 
obtemos a equação 


Ar+By+C=0|(D) 


que denominamos de equação geral da reta. 


Ossenvação: Be a reta 6 dicula: ixo do: 
ade па а а é perpendicular во eixo dos x não pode 


7. Estudo completo da equação geral da reta. Em 
particular na equação (IN), temos: 


1% 4 =0, B#0 e Cx0 


e pies e у=-@ ш [ET] 


e representa uma reía paralela ao eizo dos z. 


25 A70, Во 0 C0 
tem-se: By =0 y- 

e representa o próprio eizo dos т. 
3) 440, B=0 e C0 

еше 424+0=0..2=-Lou 


e representa uma reta paralela ao eizo dos y. 
4) A4 #0, B=0 e C=0 


tem-se Az=0.". | a= 


e representa o próprio eizo dos y. 
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B 


e representa uma reta passando pela origem. 


5) 4x0, B0 e C=0 
tem-se Ах+Ву=0.' 


Em particular | у== | é a equação da 1.º bissetriz e 


[===] a equação da 27 bissetris (fig. 8). 


6) A0, BO e C#0 


A (II) representa uma reta que náo passa pela origem 
e corta os 2 eixos. 


Ossenvações : 


15) Toda equação (II), que não possua termo em z, 6 uma reta 
paralela во eixo dos z. 

) Toda equação (ID, que não possua termo em y, 6 uma reta 
paralela во eixo dos y. 

3.) Toda equação (II), que não possua termo independente 6 uma 
reta passando pela origem. 

4) Uma reta paralela ao eixo dos y não pode ser escrita sob а 
forma reduzida. 

52) A reta ymaz+b roprosenta wma paralela À rota y=az pas- 
anda no ponto do eixo dos y de ordenada b, razão pela qual o coeficiente 
linear b é também chamado do ordenada na origem. 

O Angulo а formado pela reta y=az +b com o semieixo positivo 
dos z 6 о mesmo formado pela rota у az, e tem-se : 


0 <a <¥, a é a inclinação da rota. 


8. Traçado da reta, dada sua equação. Dada a equa- 
ção da reta r sob a forma geral ou reduzida, para tragar r 
lançamos mão ou dos parámetros ou, mais geralmente, de 
duas soluções da reta (zı, yi) е (=з, уз), coordenadas de 2 
pontos da reta, que determinam bem a posig&o de r. 


9. Equação da reta, em função das coordenadas na 
origem. Dados dois pontos 4 e P, interseção da reta com 
os eixos coordenados (fig. 9), se a e b forem as medidas dos 
segmentos ОА e OB, então as coordenadas dos pontos А e B, 
são, respectivamente, (a, o) e (o, b). 


Equação normal da reta 


Mas, se А e В são pontos 
de Ax+By+C=0, então suas 
coordenadas verificam a equa- 


B ção. 
Temos então: " 

" 4a +C=0.". A == 

те à 

FIG. 9 BHO eG a Bom er 


Substituindo em (II), obtemos: 


Cc [4 
Age uso 


Dividindo por - C, vem: 


ai 


que 6 a equação da reta em função dos segmentos que deter- 
mina sobre os eixos, ou ainda, em função das coordenadas 
na origem. (Equação segmentária da reta). 


10. Equacáo normal da reta. Uma reta pode ser 
determinada além de por 2 pontos e por um par de números 


(b) 
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(parâmetros da equação reduzida), também do seguinte modo 
(figs. 10 e 11). 

Tragando uma semi-reta OP perpendicular A reta e 
orientada da origem para ela e, chamando de р= ОР a 
distáncia da origem à reta e de о о Angulo que a semi-reta 
OP faz com o semi-eixo positivo dos z, é evidente que uma 
reta qualquer fica bem determinada por um par de números 
(n, о), sendo w < 2r. 


У 


descendente 


(а) (b) 
FIG 11 


Reciprocamente, toda reta determina um único valor 
positivo de р e um único valor positivo de w < 2r. 

Isto 6 fácil de concluir observando as figuras 10 e 11, 
quando а reta não passa pela origem, isto 6, quando 
ps 0. 

Se p=0, a reta passa pela origem e a semi-reta OP 6 
indeterminada. 

Elimina-se essa dificuldade, supondo, quando р=0, v<r 
e a semi-reta sempre ascendente. 

Estabelegamos agora a equação nor- 
mal da rela, 

Na figura 12 temos; OB = a, 
0C -b e 0D=p 


Sob m El o gu 
Ben w cos w 


596 Equações paramétricas da reta 


Substituindo os valores de a e b em (III) obtemos a 


equação 
o 


que é a equação normal da reta. 
Em particular, se & reta passa pela origem, temos: 
z сов ш + y sen w = 0 
11. Equagóes paramétricas da reta. Seja uma reta 
orientada PQ fazendo os ângulos a e $ com os eixos coorde- 
nados (fig. 13). 
Se P (zo, yo) o M (2, y) 


y é um ponto qualquer da reta 
PM, projetando o segmento 
м9 РМ =! sobre os eixos temos: 
D т = zo +t сова 
: dep du hon m 


as equações chamam-se equa- 
ções paramétricas da reta (cos a 
e cos 8 são os co-senos direto- 

FIG. 13 res da reta e cosa = sen e 
cos В = sen a). 


Orexnvação : Qualquer par do equações dando z e y em função 
do ш райо i, satisfazendo a condição de se tornar uma equação 
(D) mediante eliminação entre elas do parâmetro £, pode servir de equs- 
фбев paramétricas da reta. 


12. Forma simétrica da equação da reta. De (V), 
temos: PERS у-у 


сова cos в 


(VD 


que 6 a forma simétrica da equagáo da reta. 
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13. Passagem da equação de uma reta para sua 

forma geral e vice-versa. Este problema consiste em, dada 

uma reta sob uma de suas formas de equação, passar a equa- 

ção dada para a forma geral (I, ou vice-versa. 
Estudaremos os casos mais importantes: 


14. Passagem da forma geral para a normal e vice- 
versa. Suponhamos que conhecemos a equação de uma mesma 
reta sob a forma geral e sob a forma normal: 


Ах + By+C=0 an 
© сов w + y sen w-p = 0 (ТУ) 


Essas duas equações têm então as mesmas soluções, logo 
o valor de y nas duas equações são iguais: 


[4 сове p 
E AnP sene ® Т sena 
А _ cow c Р 
a) В on) ++) 9 
esta equação deve se verificar qualquer que seja z, o que só é 
А coo 
possível ocorrer 8e Eddie cm =0 е B+ nos E 0 
А оова о 0. 7 
7 B sene В seno 
ou 
seno cose , senu -p 
B A B с 
Comparando temos: 
созо Sene _-р (УШ 


Para obter а (IV) conhecida a equação (П) basta se 
conhecer os valores de cos w, senw e -p em função de A, 
BeC. 


Fazendo as razões (УП) iguais a К, obtemos: 
cos w = Ak, sen w = Bk, -p = Ck (ou p = - Ck) 


398 Equação normal da reta 


Determinemos k: 
sen? w + cos? w = 1 
fuga ds 
А VAR? 


E a equação (IV), conhecida а (I, será 


с 
=0 
wk + МАЗ В? 


7. Ak? + BE = 1 wt 


Loa iB 
+VA1+B iNAURB 


Onsenvagão : O sinal do radical VAZ F 23 é dado pela igusldado 
p=-Ck: 
a) So p>0, k e C devem ter sinais contrários в menos que C=0 
(isto é, que a reta passe pela origem) ; 


b) So C=0, p=0 (a reta passa pela origem) : 
o< .'. зепо>0 


se da igualdade sen ш= ВК, concluímos que B e k devem ter o mesmo 
final. 


RronA prárica: Para passar da forma geral para а 
normal procede-se assim: 
1) Determina-se VAHB? 


2) Dá-se ao radical o sinal contrário ao de C, se existe 
C, е o sinal de B, во C não existe. 


3) Divide-se a equação por esse radical precedido do 
sinal adequado. 


A passagem da forma normal para a geral não apresenta 
dificuldade. É só preparar a equação. Exemplo: 


Reduzir à forma normal a equação 32+4y-2=0 


1) УА?+ В? = “9+16 = 5 
2) Dá-se o sinal contrário ао de C= -2. Tem-se +5 


3 4 2 
3) Divido-se a equação dada por +5; vem 7 ap y- р 70 


ou z сов 53° 8 y sen 53° 8 - =0 que é a equação 
normal da reta dada. 
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15. Passagem da forma geral para a simétrica e 
vice-versa. Para passar da forma Az + By + C = 0 para a 
simétrica (VD), procede-se assim: 


Considerando-se (xo yo) um ponto de (II), vem: 
Azo + By +С =0 
Subtraindo de (Т), temos: 
A (r~ zo)  B(y-y)70 .*. B(y-y) =- A (z -= zo) 
NELLE 


B ТА (un 
8 sena 9 
Mas (fig, 12), Ê = = tg a = а (coéficiento an= 
gular da reta) EN: + ER! 
cos -A 
“cosa “TB 


E a (VIID representa, pois, a equagáo simétrica da reta. 
(Para passar da forma simétrica (VI) para a forma geral 
basta preparar a equação). 
Exemplo: 
Estabelecer sob a forma simétrica a equagüo da reta 


4z-3y-12-20 


Seja um ponto da reta (0, -4); temos,de acordo com 


ID, qo yp y 2+4 
-3 E 3 4 
16. Passagem da forma geral para a paramétrica 
e vice-versa. Dada а equação Aa+By+C=0 para escrevé-la 
sob a forma paramétrica, deve-se primeiro colocá-la sob a 
forma simétrica (VIII) e a seguir igualar as razões a um pará- 
metro f; vem: 


2% 9-99. . Ja = zo + BI 
B -A “O уер - AL 
Para passar da forma paramétrica para a geral, coloca-se 


primeiro sob a forma simétrica e a seguir prepara-se a equação. 
Exemplos: 


600 Formas diversas de equações da reta 


1) Estabelecer a equação geral da reta cujas equagóes 
paramétricas são: 
т=2+3 e y=5-2 


23245 s 


z 
Temos: 4 = EH at 22 + 30-19 = 0 


2) Estabelecer as equações paramétricas da reta cuja 
equação geral 6: 
22-y=3 
Seja (0, -3) um ponto da reta; a forma simétrica é 
z y+3 y+3 
2 


- ou z= 


-1 -2 


igualando а t, obtemos as equações paramétricas: 
a=toy=-34+2 


17. Exercícios. 
1) Que representa a equação y=3z? (Escola Ni 14/3/52). 
2) Qual é a reta cujo coeficiente angular é 3 e cujo coeficiente linear 6 -5? 


3) Que representa a oquação y=2? 
4) Qual a equação da reta om quo todos os pontos têm abscissa igual 
as 


B 
5) Represente graficamente as retas cujas equações ão : 
22 +3-6=0; у= 32-2; y=3; 2-2 è y 727 
6) Qual o coeficiente angular е o linear da reta: 2z-3y- 1 0? 
+7) Qual o parámotro angular e o linear da reta у = -2z + 15% 
8) Qual o valor da tangente do ângulo que a reta, cuja equação é 
32-2y-1 = 0, faz com o semi-eixo positivo dos z? 
9) Qual a equação da reta que faz com o semi-eixo positivo dos z um 
"Angulo de 45º, e que corta o eixo dos y em um ponto de ordenada 
-2? 
10) Qual a equação da reta que corta os 2 semi-cixos positivos em pontos 
que distam de 3 da origem? 
11) Qual a equação da reta que corta um dos eixos no ponto (0, -e 
é paralela à 1.º bissetriz ? 


12) Sem usar a equação da reta que passa por dois pontos, esereva a 
equação da reta que passa pelos pontos (3, 0) e (0, -4). 


18) Em que ponto a reta 9z -4y+12=0 corta o eixo dos y? 
14) A equação normal de uma reta 6: 
z сов 37° + увеп 37° -2 = O 
Calcule а distância da origom a essa reta. 
in em a equação 3z-5y-2=0 sob a forma reduzida, 
'aleule as coordenadas d ¿tri 
teu an coordenadas do ponto simétrico do ponto (1, 2) em relação 
(Engenharia - 1908 - GB). 
17) A normal da origem a uma reta i 
positivo dos z um ángulo de бә Qui à oração da nar 


18) Qual a equação da reta que forma ї-ей 
Angulo de 60º o cuja normal da origem a eem rota f OT n 


9) A normal da origem a uma reta mede 2 e forma com o semi-oixo 
positivo dos y um ángulo de F radianos. Escrever a equação da 


20) Eserever sob a forma normal a equação 8г+4у+10=0. 
21) Qual a distância da origem à rota | 
zY24y Y2-12-01 
22) A equação normal da reta quo passa pelo ponto (-4, 3) é 
т соз ө + y sen w =5 = 0 
Qual а inolinagáo dessa reta? 


23) Estabelecer аз equações das rotas cuja distânci 
Ыз equações, das reas cujo distância A origem 6 10 e 


24) Escrover sob a forma normal a equação 
Y22 + Y2y-8-0 
25) Escrever a oquação geral da reta cujas equações paramótricas são 


a8 e y=2+4È 
26) En : 
crever as equações paramótricas da rota cuja equação redusida 6 


27) Escrever a equação j 
E er ame da reta, cuja exquação geral 6 az- 4y- 1540, 


28) A forma simétrica da equação de uma rota é E = УНА 

Qual a equação geral dessa reta? 3 s 

29) Qual a forma simétrica de uma reta. cujas equações paramétricas são: 
z=-2+% e y=-7-U 


linha reta 


IBPOBTAB: 


1) Reta passando pela origem 
2) y=30-5 
3) Uma reta paralela no eixo dos z passando no ponto (0, 2) 
18) V3z-y-12=0 
ou Viz-y+12=0 
19) z VZ +y V2-4=0 
20) 2c08283:8-+y sen 2338-2 =0 
21) 6 
10) y= -2+3 22) 5308” 
Ш) y= 2-1 28) y-10=0 0 ao 
24) z сов 45+y sen 45#—4= 
2) F-L=1 (Ver Ne 9) 50 Нуна 
13) 0,3) 20 г=4+ г е у=1+4н 
14) 2 
EVE E d 
ARO 28) 4-3-12 =0 
10) = (ls, ЧӘ) 
17) zy 3-10 =0 


CAPÎTULO IY 


Problemas clássicos da reta 


l. Equação das retas que passam por um ponto. 
Seja a reta Az+By+C=0 e M (£1, ул) um ponto dessa reta, 
Se a reta passa por M, temos: 


Azı By +С =0 
Subtraindo membro a membro essas duas equações obte- 
Ts A (z-z) + B(y-y) 20 
que é a equação das retas que passam por M. 
Se B 5 0, podemos escrevé-la 


-A 
vn == (0-21) 


cm 


que é a equação comumente usada. Exemplos: 


1.9) Escrever a equação do feixe de retas que passam: 
pelo ponto (2, 1). 


Temos: y-1=a(z-2) 
2.º) Escrever a equação da reta que passa no ponto 
M (-1, 2) e forma um ángulo de 45° com o semi- 
eixo positivo dos z. 
A equação do feixe de retas passando por M é 
y-2=a(z +1) 
se a inclinação 6 de 45°, a—ig 45º=1, e a reta pedida será; 
y-2=2+1 ou yez43 А 


р 7 DE 
que passa por 2 pontos 


Equação das retas que passam por dois pontos. 
a equação geral da reta 


42+By+C=0 @ 
е Miley) e Malas, ya) 
A equação das retas que passam por Mı 6: 
у-у =0(2-21) [n] 


Se a reta passa também por Мз, as coordenadas (za, уз) 
devem satisfazer a equação (1) 


wm-n=a(z-z) s.a 


mamy 
22-21 


substituindo esse valor de a em (1), ternos: 


1 (2-2) [rs 


Exemplo: 


t TER equação da reta que passa pelos pontos (2, 3) 
| B e (EL, 1 
IN De acordo com a (X): 


1-3 
4 2123 
о 22-3) +5 = 0 


y-8- 


(2-2) 


3. Observação. A equação (X) pode ser escrita assim: 
2-2) _ у-у 
"oM 22-2) Yay 
ou colocando sob a forma de determinante: 
шу 1 
£i yi 1 
ta ya 1 


que é equivalente a (X) e 6,pois,a equação da reta que passa 
por dois pontos. Exemplo: 


=0 (a) 


E 
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A reta que passa pelos pontos (2, 3) e (-1, 1) 6: 


z y 
2 8 1 -0 .. 22-30 +5-0 
21 


4. Regra prática, A (X) pode ainda ser escrita assim: 
221132 q 
уу уу (8) 


cujo primeiro membro é calculado como foi ensinado no 
estudo da área do triângulo. 


Exemplo: 
Achar a reta que passa pelos pontos (2, 3) e (-1, 1). 
22-12 ر‎ 
v3 1y “0 
ou (822-0) - (2-3 + 2) =22-3y+5=0 


5. Exercícios. (Sobre ов N° 1 e 2). 
L 1 da rota lo ponto (2, 1) e tem coeficlent 
2 aal a tão dá nó que passa pelo ponto (2, 1) e tem cor ite 
2) Qual в equação do feixe do rotas que passam pelo ponto (5, 1)? 
78) Qual a equação da reta passando pelo ponto (2,2) e paralela à 
1А bissetris? à 
4) Qual a equação da reta passando pelo ponto (2, -3) e perpendicular 
5) Achar a equação da reta que passa pelos pontos (2,1) e (7, -1). 


6) Achar ui dos lados de triângulo cujos vértices são 
CE) rr do um de н 


P) Determinar m de modo que a reta 22 - 8y-+m=0 passe pelo ponto 


Determinar m de modo ta 2mz — 1*0 tenha coefi- 
8 m mol ise 5у+. um 


9) Achar a equação da reta paralela à reta &+y+1=0 e passando 
pelo ponto (-1, 4). 


10) Escrever а equação do feixe do rotas cuja ordenada na origem 6 -8. 
11) Escrever a equação representando todas as retas cujo coeficiente 
angular 6-5. 


ms. 
. RresrosTAB: 
1) 2+y-3=0 3) y=1+4 5) ®+5у-0=0 
2) у-1=а(@-5) 4) 2-y-5=0 
6) 22+3y=0, 2+y+1=0 e 2+3y+3=0 7 т-7 
8) m=10 10) у= az-8 
9) 32 +0-1=0 1) y= 2/32 +b $ 


6. Posição relativa de duas retas. Ponto de inter- 
seção. Sejam duas retas representadas por suas equações 
Mot +0 =0 а) 
A's + Ву+С' =0 


As coordenadas do ponto de intersegúo dessas retas devem 
satisfazer, simultaneamente, as duas equações, logo é uma 
solução de (1). 


Se 4, é В, o sistema (1) 6 determinado; e, se tem uma 


86 solução, as retas dadas têm um só ponto em comum — são 
incidentes ou concorrentes. 

Se 4, = Ê = C, o sintoma (1) 6 indeterminado o as 
retas dadas têm uma infinidade de pontos em comum — são 
coincidentes. 

в 4-20, o sistema (1) 6 impossível o, ве não 
tem solução, as retas dadas não têm ponto em comum — 
são paralelas. 


7. Condição para que três retas sejam concorrentes. 
Sejam as 3 retas apresentadas pelas equações 
Az +By +С =0 
Aiz + By + C1 =0 (2) 
Аза + Bay + Co = 0 
se elas forem concorrentes tém um ponto em comum e, por- 
tanto, o sistema (2) deve ter solugáo; logo, pelo teorema de 
Rouché (*), temos que 
A. B g 
Ar Bı Cı |=0 
Аз Ba Ca 
(*) Evamun Rovcná, matemático (1882-1910). 


UU AEN 
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8. Exercícios (Sobre N 6 e 7). 
à ição relativa das retas ¡tadas 
Diga a аен las represent pelos pares de equa- 


1) 2-3y+5=0 е 4z +Oy +10 =0 
2) 82-2y-1=0 e 6r-4y-2=0 
3) az +5y-2=0 o 92+ 15у-5=0 


Achar m para quo: 

4) as rotas 32 +2my-5=0 ө y=x-+1 sejam incidentes. 

5) as retas mz + 12y = 6 o 3z + ту = 3 sejam paralelas. 

6) as rotas mz + 12y = 6 е 3z + my + 8 = 0 sejam coincidentes. 


7) As retas 2z - 5y +7 = 0, 7z -6y + 15 = 0 o 32 + 4y +1 = 0 são 
concorrentes 


RxsrosTAS: 


1) Incidentes 3) paralelas 5) m=-6 7) Sim 
2) coincidentes 4) m ré- "a 6) m--6 


ÂNGULO DE DUAS RETAS 


9. Definição. Chama-se ángulo de 
duas retas oblíquas:r e s, de r para s, 
ao menor dos ángulos, medido no sentido 
anti-horário, tendo r como lado inicial FIC. 14 
e s como lado terminal. Pura dar maior 
destaque à definição indicaremos o ângulo por 6,. 
O ângulo, dessas retas, de a para r será: 


On = 180º On (fig. 14) 


Se as retas são paralelas seu 
ângulo é nulo, e se são 'per- 
pendiculares seu ângulo é um 
dos quatro ângulos iguais (retos). 


10. Tangente do ângulo 
de 2 retas. Sejam duas sretas 
oblíquas r e s cujas inclinações 
são 6, e 0, (fig. 15) e que não são 
perpendiculares ao eixo dos =. 


d 


— Terceiro 


767 E 
Angulo de 2 retas eometr 
. Exercícios resolvidos (Sobre os N99 9 a 12). 


r оз ângulos formados pelas retas 
2-y +7=0 e х-2у+1=0 


y-2+70 har 


O Angulo On = 0-0 


д eo EG 
sow o) = уш 


Mas, tg 0,=m, e tg 6,=m,, sendo m, e,m, respectiva- 
mente, os coeficientes angulares de r e s. 


O cosficiento angular da primeira reta @ тт «2, е о da segunda 6 а = 5 


i » 
ESL ы 
n. MeSTI TRE: 


é a expressão da tangente do Angulo de duas retas em função | Epehstíbum 3062 ou o% 1438 
de seus coeficientes angulares. 3) Achar o Angulo agudo das retas 2+7 з. 
3 " E. ar agudo das у= ez-85 
Se quisermos calcular o ángulo 0, (fig. 15), teremos: т que o coeficiente da 1.4 rota 6 mel o 0 da da rela DE 


tg 0, = tg (180º – Ora) = -tg On existe, pois ela é paralela ao eixo dos y. Então,o ângulo formado pelas 
2 retas 6 о complemento do Angulo a, formado pela primeira rota 
com o semi-eixo positivo dos a. 


y Como m=1, tg a=1 e a=45°, logo, о Angulo pedido será 
11. Condição de paralelismo de 2 retas. É fácil de b p 900 450 = 45° 


concluir que duas retas r e s são paralelas, quando 6,0 4 
ou tg 0, = 0. E, da fórmula do N.º 10, 'conclufmos “quo a uo tap re eS >$ 


m-m =0.". | Temos: bart ev=l 


Como a 2. reta é paralela ao eixo dos 2,0 Angulo e das rotas 6 igual 
Então, 2 rotas são paralelas quando sous coeficientes "o Angulo a da primeira rota com Oz. Então : " 
angulares são iguais 


1 шее шаст 5.5. ен 80527 


Е 4 
р. 12. Condição de perpendicularismo de 2 retas. Se " d - 
E. Ciao de er posl Eo Calla o gi de r pam e das rota оа representadas, respecti 
A a = 06-6 .'. 0 = 90 + 8 | A 
teon = ETE 


Então, tg 0, = tg (00º + 6) = -cot 0, = – T+ mam, 
EL Y Mas, m2 0 m=-B 


] 2+3 
x | ЕГ 
On = 135º 


5) Verificar se ов de retas seguintes são paralelas, perpendiculares 
Então, 2 retas são perpendiculares do o coefi- pue: 
lante angular de uma delas for o simétrico do inverso Sd obse. 
da outra. в) (=1 »( £3 9 [аз 
у= - 2+5 be + 3y =9 y= -2 +38 


da reta que passa pelo ponto (2, -1) ө é paralela. 
y+1=0 


y+l=m(z-2 mas m--2 
2. у+1=-2(@-2 ou 2+y-3=0 


Achar de reta ido 2 
7 o a passando pelo ponto (2, -2) e perpendicular 


Reta passando por (2, -2) 
y42726-2) 
Coeficiente angular m da rota dada: 
y-hklsom-2 
Então: ,س‎ e а reta pedida será: z + 2y +2 =0 


8) Determina: olio da reta que passa nto (-2, 
isum dno do A are рана ры Pos poni А, c 


(E. М. Engenharia, 1948). 
Tomos: 


в) Reta que passa por (-2,7): y-7 = a(z +2) 
b) Rota que passa por A ө B: 62 + 13у-12= 0 
e) SP E 

»--5 £m uar ni T 
d) Reta pedida: 9z + 4y=10 = O 


9) Achar а oquação da reta passando pelo ponto (2, 3) e formando com 
a rota y= 2 + 7 um ângulo à 


Temos: у-3 = 2(2-2), tgem1o m=-1 

1-в=-1-в .*. 0=-2 (absurdo) 
A reta pedida 6, pois, paralela ao eixo dos y. 
14. Exercícios para resolver. (Sobre Nºº 9 a 12). 


1) Qual o ângulo agudo das rotas 32—5y +3 =0 e 2-2y+1=07 
2) Qual o Angulo obtuso das retas 2:-у-3 =0 e 8: +у-1 = 07 
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3) Quais os dois ângulos formados pelas rotas &e-y-10=0 ө 2 +y-6=0? 
4) Quanto mede cada Angulo do triángulo cujos lados tem para equações: 
2-y-3=0, ym-30+1 o 2-3y+9=0 
8) Verificar so ns retas 2z — 3y +1=0 е 32-+2y - o0 so paren dicalas 
9) Provar quo o quadrilátero ABCD, cujos rtes dos lados AB, BC, 
CD e DA são, respectivamente, РА САНА od de LO Û 
e ут 5247, é um paralelogramo. 


Sugestão: Usar o N.*11. 


Rusrosras: 

1) 424 2) 135 8) 45° o 185 4) 90°, 45° o 4i 5) Bim 
15. Exercícios (Sobre os N?* 1 a 13). 
Qual a equação da reta passando pelo ponto (3, 1) e paralela à rota 
2 -8y+6=0? 


2) Qual ido to (-1, 2) lar 
vd UL s die ts passam pelo ponto (-1, 2) e perpendicu] 


0) Achar as equações das trs alturas do tritngulo cujas oquaçõs da 


oS 2-6y=0 o lo dy -29 =0 


4 Achar as equações das retas passando pelo ponto (2, 1) e fazendo um 
Angulo de 45º com a reta 22 - 8y-+2=0. 


5) Qual a equação de uma reta passando pelo ponto (2, -5) e fazendo 
um ángulo de 4 radianos oom а reta =+8y-8=0? 

6) Achar da reta paralela à rota determinada tos 

dr v0 боб iuo pab no POL OP 


de mediatris do segmento, cujos extremos são 
D 9ш aro 2a By 7—0 intercepta on eixo coordenados? 


Respostas: 


4) 5z-y-9 =0 ou z + by-7 70 
2) 4z--3y-2-70 5) z-2y-12=0 
8) 5 +у-11 = 0, 42-5y=0 6) Se +4y +9 =0 
e z+6y-11=0 Т) 362 + 24y +35 = 0 


16. Distáncia de um ponto a uma reta. Seja uma 
reta r, cuja equação é 

Ах +Ву+0=0 а) 

e um ponto P (zi, уз), não pertencente a r, e calculemos а 


fórmula que nos dá a distáncia d de P a r. 


de um ponto a uma reta 


FIG. 18 


Seja, na figura 16, a reta PR, paralela ao eixo dos у 
е intercoptando r, em I (zi, уз). 


Temos: d = РІ. cos 8 
e como f = а (ângulos agudos de lados perpendiculares), 


- RC MN TET 
d = PI . cosa оа" iTe (2) 


Mas, tg a = - A e, sendo 7 um ponto de r, 


Am + Bya+C =0 .'. qa EL, 
substituindo esses valores, em (2), temos: 


а- А® + Ви +С 
VA? + B? 
e sendo d uma distância 


a = |4 + Bu +C à) 
Uu 


Onsenvação: O di sinal do denominador de (3), ser 
explicado pelo deslocamento de Р, sobre RR B de de (8), робе ee 


۴ 
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zı permanece constante e y; varia, d variará com yı ; porém, quando Р 
coincide com 7, d=0, portanto d será positivo ou negativo, conforme Р 
esteja acima ou abuixo de r, e o sinal do radical será o mesmo de B. 


Se B0, r é paralela a y, e d será positivo ou negativo conforme P. 
esteja, respectivamente, A direita ou à esquerda de r. 
Se a reta r 6 dada por sua equação normal 


® сов ш +ysenw-p = 0 


demonstra-so que a distância de um ponto P (zo, yo) à reta r 6 
d = |Zo сов ш + yosen w= p | 
Exemplo : 
Calcular a distância do ponto P (2, -3) à reta 8z - 4y+2=0 
dm 18X3-4C9)2|,, |o 1242], 
Y9 +16 5 А 


17. Ехегсісіов para resolver. 


1) Qual a distância da origem A reta 
av? yY2-122 07 (U.EG. - 1072. 
2) Qual a distância do ponto (6, 3) à reta 3z - ye 7? 


(E. Engenharia Mackenzie ~ 1940). 
3) Calcule a distância da origem das coordenadas à ret 
m(z-m)+p(y-p)=0 
(F. Eng. da Un. Rio — 29/5/61). 


4) Asa i nd da reta z cos 45°-+y sen 45° -3 VĒ = 0 ao ponto 
10, -2). 

5) бшш à distincia do ponto (2,4) A reta que passa pelos pontos 
,1) è à : 

6) Achar a distância entre as paralelas 87-+4y=0 e 8r+4y-1=0, 


Respostas: 
D6 2231 3 3) Үтер 4) VÈ уут бу! 


18. Verificação analítica da posição de um ponto, em | 


relação a uma reta. Demonstra-se que se Ar+By+C=0 
6 a equação de uma reta r (B0), e P (х1, yı) 6 um ponto 
não pertencente a r, tem-se: 


a) ве Azi-Byi- C0 Р está acima de r 
b) se Azi--Byi-- C X0 Р está abaixo de r 
c) se Arı +By1+C=0 Р pertencente.a r 


(A nogáo de ponto abaixo ou acima de uma 
reta pode ser apreendida no N.º 16 — Obs). 


Sejam a reta r de equação z+2y-1=0 e os pontos 
A C1, D, BG, 2) e C C2, =. 

O ponto А pertence a r pois: -1+2 (1) - 1-0 

ponto B está acima de r, sobre a vertical tragada por B, 
pois: 3+2(2)-1>0 

O ponto C está abaixo de r, sobre a vertical tragada por 
С, pois: -2+2 (-1) -1 < 0. 


19. Bissetrizes dos ângulos de 2 retas. Sejam as retas 
Az + By +C =0 е Az + Biy +01 = 0. 

Como (C. Ginasial) a bissetriz do ângulo dessas retas é 
o lugar geométrico dos pontos equidistantes dos lados, então 
tomando um ponto P (z, y) qualquer da bissetriz, temos, de 
acordo com a (4) do N.º 16: 


Ах + Ву + C Az + Ву +0: (1) 
VA + в? IET 
Oneznvagko — Demonstra-se que : 


19) Se A4'+BB'>0, а bimetris do Angulo agudo será obtida 
considerando, no segundo membro de (1), o sinal menos, e a do Angulo 
obtuso o sinal mais ; 


2º) Be AM'+BB'<0, a bisectris do Angulo agudo será obtida 
considerando, no segundo membro de (1), о sinal mais, e a do Angulo 
obtuso o sinal menos; 


3:) Se AA'--BB' «0, ns retas são perpendiculares e os Angulos 
вдо retos. Exemplos: 


1) Nas retas 42-3y+3=0 o 3z— 4y-+6=0, como 44'+BB'>0, 
a bissetris do Angulo agudo 6: 


8 A ou 7z-7y4- 9-0 


2) Nas retas 32+4y- 620 е 32 — 4y - 270, como A4'+8B'<0, 
a bissotris do Angulo obtuso é: 


t8 _ ы-ы ou Bini 


3) Nas retas 4r+3y+5=0 e 32—-4у-2=0, como 4A’ +BB' =0, 


` ав bissetrizes dos Angulos retos são: 


a+W+7=0 ө T2-y+3=0 


20. Bissetrizes dos ángulos de um triángulo. Seja, 
por exemplo, um triángulo АВС, onde uma das bimetrizes. 
do ángulo А 6 az+by+c=0(5>0) e B (zx, v) e C (zs, уз). 

Se azi--byi--c e axa+bya-+e tiverem sinais contrários, 
az+by+c=0 é bissetriz interna; se tiverem mesmo sinal, é 
bissetriz externa. 


Conclusão fácil tendo em vista o N.º 18 e o fato de que 
B e C estão em semi-planos contrários, em relação à bissetriz 
interna, e no mesmo semi-plano em relação à bissetriz externa, 
Exemplo: 

Num triángulo de vértices А (-5,5), B (0, 5) e C (8,1), 
a reta AB é 22+y+5=0 e a reta AC é 22у - 5-0. 

As bissetrizes de А são: х-у+10=0 e z+y=0. 

Substituindo as coordenadas de B e C nas equações das 
bissetrizes de A, concluímos que z —y--10-0 6 a bissetriz 
externa e z--y 0 a bissetriz interna. 


21. Exercícios (Ns. 19 e 20). 
1) Quais as equações das bissetrinos daa rotas 
. 82 +4y-12 =0 o dr-3y 00 
2) Achar as bissetrizes dos Angulos das retas cujas equações são : 
4с-Зу-1=0 е 82-4 +2 = 0 
3) Achar as bissotrises do triángulo cujas equações de seus lados so: 
dz-3y-12 = 0, &z- 12у -4= 0 o I2z- By - 1800 
4) Caleular as coordenadas do incentro (centro da circunferência Inscrita) 
do triángulo cujos suportes dos lados são : 
Br + 4y -12 = 0, 4z- By +9 =0 е 8e-16y-54 = 0 


Sugestão: Celeular duas bissotrizos Internas e após resolver o sls- 
tema formado pelas suas equações. 

Rxusrosras: 

1) їе +у-8-0 0 2-y +21 =0 

2) =+ eym-zt8 

3) Te-9-16=0, 7z +7y+9=0 е 1122-6%y-221=0 

4 (md 


CAPÍTULO V 


Circunferéncia 


1. Equação representativa da circunferência. Sabe- 
mos que uma circunferência é o lugar geométrico dos pontos 
de um plano eqüidistantes de um ponto dado. 

Seja C (zo, yo) o ponto dado, centro da circunferência, o 
seja MC=R a distância de um ponto M (z, y) qualquer da 
circunferência ao centro, isto é, o raio. Я 

Nós desejamos achar a equação da circunferência, isto 
6, a equação que seja satisfeita para cada ponto M (2, y) в 
uma distância R do centro C (xo, yo). 


Mas, a distáncia MC 6 dada por 
Y( zo? F - Yo) 
Então a equação procurada 6: 
Үс = 20)?  (y- y? = R 


ou (2-20)? + (y- yo)? = R? а) 


que é a equação da circunferência de centro (zo, yo) e raio R 
em coordenadas cartesianas. 


Onexnvagóra : 
1.) Se o centro está na origem dos eixos coordenados, a equação 
circunferência é: 


B 


(2) 


2.4) Se o centro está sobre o elxo dos z e а circunferência passa 
pela origem, temos : m-B ө m=O 


: 


a (1) ficará: 


35) Se o centro está sobre o eixo dos y e a circunferência passa 
origem, tmo aR 20=0 


y 0 
O Se Ro аке ques circunferência se reduziu a um ponto. 


z? +y2 = 0 se reduziu à origem. 
APR Se R 6 um número imaginário, a circunferência diz-se imagl- 


еа (1) ficará: 


2. A equação geral do 2.º grau com duas variáveis 
© equação da circunferência. Desenvolvendo a equação 
, temos: 


2% - 2200 + 22 + y? - 2yoy + 08 = R? 
e a equação da circunferência pode ser escrita assim: 
a? + y? 200 — 2yoy + (23 + yò- R?) = 0 (6) 
que é uma equagáo do 2.” grau com duas incógnitas. 


Comparando essa equação com a equação do 2.º grau 
com duas variáveis 


Az? + By? + 2Cxy + 2Dz + 2Ey + F = 0 (2) 
vemos que a (2) se transformará na (1) se 


A=leBs=s1.'. A=B 
C=0 

(3) } 2D = -2zo «to =-D 
2E = -2yo 


С. Е 

F = 22 + yê -R? .'. R? = 03 + yf -F = D24E?-F 

Podemos então dizer que as condições necessárias e sufi- 
cientes para que uma equação do 2.º grau, com duas variá- 
veis, seja a equação de uma circunferência, em coordenadas 
cartesianas retangulares, são: 
a) A = B (coeficiente de 2? e y? iguais) 
b) C = 0 (não possua termo em zy) 
o) R=D+E-F>0 
(Quando A=B>*1, deve-se dividir 
primeiro a equação por esse valor) 


8, Aplicações. 


| Circunferência 


Т) Escrever a equação de uma circunferência dados o 


seu centro e о seu raio. 


Basta substituir esses valores na fórmula (1) do N.º 1. 
Exemplo: M 
Qual a equagáo da cirounferéncia de centro (3, 1) eraio 2? 
(6-39 + (4-1? = 2 
а 2 62-2у 6 = 0 


Temos: 


II) Determinar o raio e o centro de uma circunferência 
conhecida sua equação. 


Basta concluir das três últimas relações de (3) que: 


zo =—D (simétrico da metade do coeficiente de x) 
yo = - E (simétrico da metade do coeficiente de y) 


R = YD EI-F = Yd Р 


Exemplo: 
Calcular o raio e o centro da circunferência cuja equação 6: 
2? + y? - 67 - 10y + 25 = 0 


6 
to = 7 -8 w= Dos 


В = {9 + 25-25 = 3 


4. Interseção de retas e circunferências. Sejam as 
equações de uma reta r e de uma circunferência C, respectiva- 


mente: o (сед; 
(2-29? + (у-у? = E” 


Os pontos de interseção da reta r com а circunferência 
C são as soluções do sistema do 2.º grau (1). 

Como um sistema do 2.º grau tem duas soluções, distintas 
ou iguais, ou é impossível, concluímos que a reta r tem dois, 
um ou nenhum ponto em comum com C, respectivamente. 
Isto é, conforme o sistema (1) tenha duas soluções distintas, 
duas iguais ou nenhuma solução, a reta r será, respectivamente, 
secante, tangente ou externa à circunferência C. 
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5. Observação. Quando no sistema (1) do N.º 4 elimi- 
namos uma das incógnitas pelo método de substituição, 
obtemos uma equação do 2.º grau com uma só incógnita, 
que nos fornece os valores de uma das coordenadas. 


Se nessa equação o discriminante for: 

а) А > 0, as raízes são reais e distintas e a reta 6 secante; 
b) A = 0, as raízes são reais e iguais, e a reta é tangente; 
c) A « 0, raízes complexas conjugadas, a reta é externa, 


6. Exercícios sobre cireunferéncia. 


» Qual в equação de «геше de centro na origen o mio um? 
centro de uma circunferéncia 6 С 
o il ЧАШ 


8) Qual a equação da circunferénci 
f^ кана ¡cia de círculo de centro no ponto (1, 0) 


4) Qual a equação da circunferência de 4 
nda eb ees des zT etnies ao onto (o Н 


5) Qual a equação da circunferência 
al в armação de vreunfertncia tangento aos dois emlazoe nagar 


| B. Qual a айо Шаман Magus sos жышын pau 
8) Qual a equação da circunferência de centro (8,1) e que passa pelo 
1 y. Dea 


© O) Determinar o centro e o ralo da circunferência 22-+y2=30. 
| 10) Determinar om grandeza e posição o centro e o raio da circunforência 
аз + -4a + by -12 m 0 
ENA (E. Engenharia Mackenzie — 1041), 
= 107+2y+5=0 6 a equação mferéni 
ie quieti a жшн dens o a 
m de rica сино EIA vasallo de uma circunferência ? 
é a equação da circunferência de rai 

» ене о Tür oye отор Баш а Б, constata A 
4 a equação da circunferência de 
i al өы da ne in onto A ne feng A 
1) Queis os pontos do intersopão da rta += com a гоида 


16) Qual o comprimento da corda, da circunferência z*--y* - 
1 cujo suporte 6 а reta y=z+1? MEME. 
_ 17) Verifique se a reta у=2:-1 6 tangente à circunferência 


zi ai +2 dy =0 


K 38) Para que valores dema rota y = -2 = m tangent À олаш 
ny. TM 
eira 1989. 


loular rda da pas Los 2-20 
mos p tina palta penca pd (7, -8)e B(11, 16) 
N. Eáigonbaria'- 1947). 


Rx8»08TAB: 

1) 2-1 CA] 

3 ° +? da —10y+25=0 m G z)* 

3) 224p- 22-0 12) Não. Ver Nº 2 

4) 2+y2+4y=0 18) 224+y?+02-+104-+9=0 
5) :%++у1+22+2у+1=0 14) 2j y! - 02-29 - 670 
6) 2? Hy? - Az - Ay +4 =0 15) (1,2) е (2,1) 

T) 23 ey? -l62+2y - 1-0 16) A reta é tangente 

8) азу? - 62-32-1520 17) Bim 

9) (0,0) e 6 18) 4512 

10) (2,-3) e 5 19) 5 


1. Questões de concursos resolvidas. 

1) Provar que o quadrilátero cujos vérticos slo: 4 (1,2); B, -%; 
CCL-3); D(-8,1) é um paralelogramo. Determinar а 
eo. paese cinis 
P Ooa d rues taa 

-(d4di$-248 00 = Уїй+16=2У5 
Bol vier „тп AD=V10+1= ҮТ 


O quadrilátero 6 pols um paralelogramo, pois seus lados opostos são 


b) Cálculo da área: 
Banco = Sano t Sopa = 28420 
13840 1 


1 
ада. --8 
malo. 3 


. Sanon = 18 unidades de área 
termal de uma reta que passa pelo centro do огош 
“ba e o ad da a gue = о е € perpendicalar à 
на М -2у +7 = 0. (Escola Naval – 14/8/52). 


а) Centro da circunferéncia 
а--2-1 n=-S=-2.. 01,9 
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3) Reta passando por C: y+2=a(z-1) 
с) Coeficiente angular de 82-20 + 6 = 0 
2 


d) Condição perpendicularamo: a = Û = - È 
€) Reta pedida: 22 + 3y +4 = 0 


8) Dar as coordenadas do to simétrico de M (3,4) em à 
a a e ine E 


(E. N. Engenharia - 1951). 
в) Reta AB 2+y-2=0 
b) Distância do M à reta АВ d Bre - 


e) Reta r passando por M perpendicular a AB 
y-47a(2z-8) 
coeficiente angular de АВ: 
melo. ami 
s.y-4m2-8 ou z-y 1-0 


es 
7 


d) Ponto N (zo, yo) pertencente à reta r o distando de d da reta AB. 
Be N pertenco ar: z0-yo m -1 <. zom jo-l 
BEN de do fd RE dE 


[zo +w-21 _ * аа 
T -F С. [zo yo 72] 05 


ou Iyo-1-yo-2] m 5 .*. [20-31 =5 
Elevando ao quadrado: 4yo? ~ 12yo = 16 = 0 
Simplificando e resolvendo temos: yo = 4 ou yo = 1 


Be yo = 4, zo = 4-1 = 3 tem-se o ponto M (3, 4) 
‚ 20=-1-1=-2 .°. NC2-1) 


torsecção da rota 72+y+5=0 vom a cireunferéncia - 


ponto. 

a) Pontos А e В de interseção. 

Resolvendo o sistema formado pelas equações da reta e da eireun- 
ferénda temo: — 4(0.5 e B(-1,9) 

b) Determinação do centro 0. 


Ed) 


(E. N. Engenharia = 1045). 


que são respectivamente o ponto C е o ponto А. 


e) Equação da reta r que passa por А ө 0. 


Temos: 4z-3y- 15 = 0 
d) Ponto C pedido, que 6 a interseção de r com a circunferência. 


As soluções do sistema А 


il AR 
año A (6,8) e (0,-5) 


Resposta: C (0, 3) 
(O problema admite também a solução C (7, = 4)) 


Determinar a distância do baricentro do triângulo, cujos lados tem 
" para pb 2-y+l=0; à-y- 270 e zy 7 1=0, à reta 
Br Ty 11 0. 


(E. Eng. Univ. Recife — 1948). 
a) Determinação dos vértices. 


Combinando às das retas 2 a 2 obtemos para soluções dos 
sistemas fo: los os vértices : 


Api 3G 3) + con 
8) Cálculo do baricentro Q (centro de gravidade do triângulo ABC). 


As coordenadas do baricentro de um triângulo são а média aritmó- 
tica das coordenadas dos seus vértices. 


ben é vo Eita to 


т 2 
me “(io m) 
e) Distância de G à reta dada. 


53 
PE 
15 V58 


8. Questões de Revisão e de Exames Vestibulares 
sobre Geometria Analítica (para resolver). 


1) Escrever a equação da reta que passa pelo centro da circunferência 
=42-5=0 6 dicular à reta z —2y+1=0. 
E Vial P каюм Univ. Paraná — 18/2/55). 

Caleule as equações das circunferências de círculo cujo centro é o 

a "M @ 4) ө quo eo tangentes à cirounforência za+y3=1 
(E. Flum. Engenharia ~ 1957). 


8) Determinar as coordenadas dos vértices de um triángulo, cujas equa- 
бев dos lados são: z-Fyl, z- 2y =3 e y~ rm 15. 
(E. Aeronáutica — 1988). 


4) Dé a equação do círculo no qual as extremidades de um diámetro 

são os pontos А (0, -8) e B (6,0). жй Sa + 

5) Determine as equações das retas que, passando pelos pontos que | 

dividem o segmento de reta AB em três partes iguais, são perpendi- _ 
culares a este mesmo segmento. 


A(&0; B(0,-2) (E. гї. UEG — 1965). 
6) Dé a equação da circunferência que passa pelo ponto (-2, 4) e 6 con- 
céntrica com a circunferência 2?--y* — bz-+4y - 10. 
(T. Eng. U. Rio - 29/501). 
7) Dada a circunferência z3--y? — 8z--10y – 890 pede-se a equação da 
reta que passa pelo centro e pelo ponto (8, -5). 
(Е. N. Química = 10/248). 
8) São dados os vértices de um triângulo А (0, 4), B (6,0) e C (4, 6). 
Pedem-se : 
a) A equação do lado BC; 
b) A equação da altura traçada pelo vértice 
€) O comprimento da mediana traçada pelo vértice 4. 
(E. Aoronáutica — 1957). 
9) Achar a equação da circunferência que tem para centro o ponto (8, 1) 
e que é tangente à reta 3z--4y--7 «0. 


CE. N. Química = 1040). 
Determinar o Angulo entre as retas que passam por (-3, 4), (6, 1) 
о (7, 2), (5, Ma). (E. Engonhario Maokenslo - B. Paulo = 1942). 
Dado o ponto P (2,3), o ponto simétrico de P com relação à rela 
(QV - 73 - BP). 


10) 


v=2-36... 


12) Dados os pontos А (-5,4), В 3,2) e C (7, 1) sobre uma rota, cal. 
cular as coordenadas do ponto M (z, y) tal que 
ПЕЕ АЕ 
MC BO 
(E. N. Engenharia ~ 1950). 

13) Um quadrado tem um dos seus vértices na origem e outro vérti 
ороно ао primeiro, no ponte (Cû, -3). Бешташ Оо 
do quadrado; 2) аз coordenadas dos outros dois vértices, 

(E. Politécnica U. Católica = 1048). - 

14) Provar que o quadrilátero cujos vértices são: А (1, 2); В (3, =2); 
C (-1,-3) e D(-3, 1) 6 um paralelogramo. Determinar a área do 
шла: (E. Engenharia Mackenzie – 8. Paulo — 1947). 

15) Achar a distância do ponto (4, 1) à reta 3z - 4y-+1=0, sem aplicação 
direta da fórmula da distáncia. 

(E. Engenharia Mackenzie – S. Paulo — 1949). 

16) Dar as coodernadas do ponto simétrico de M (3, 4), em relação à 
reta que une os pontos А (-1,3)e B (4,-2). 

(B. N. Engenharia — 1951). 


terseção 
prio 132 мемен е 6 perpendicular 
(E. Superior Agronomia — Pernambueo). 


di «rado são А (4,0) e B (0, 6). Calcular as 
ordenadas dos dois outros о 


e N. Agronomia). 
19) Sendo dada a equação da reta 2z -3y+6=0, determinar: 
7 1.º) os segmentos à origem ; 
) о coeficiente angular ; 
os co-senos diretores ; 
) a equação da reta que lhe é paralela e passe pelo ponto (1, 1); 
55) o Angulo da reta dada com a rota 32-+4y-5=0. 
(E. N. Químios — 1945). 


distância do centro da circunferência definida pela equa- 
as Дит 6z-+10y – 15=0 às bissetrizes dos ângulos formados 


pelas rotas de equações : Е 
v-3= 38 64 

1 
-$-—— 4) 
изнео 
(E. Engenharia de Pernambuco — 1040). 


21) Calcule a equação da circunferência de círculo que passa pela origem 
e pelos pontos de interseção da reta % + t = 1 com os eixos 


coordenados. (Engenharia - 1968 - GB). 
22) Achar a equação da circunferência que passa pelos pontos (0, 1), (1, 0) 
e (1,1). (F. N. Filosofia — 1948). 


Dé tos B e C da rota yz — 3 que formam com o ponto А (2,4) 
29) Па ов Does de um triângulo retângulo em А e imfeecles. 
(P. Eng. Unlv. Rio - 20/8/01). 
ces A (0, 10), B (5, 5) е C (-5, -10), do triângulo ABC, 
20 Ded mitur tuas de sun altura o Verificar s elas concorrem 
em um mesmo ponto. Determinar esse ponto. 
(F. N. Filosofía - 1 époon — 1047). 
25) As retas z  2y-3 = 0 e z + 2y +5 = 0 sio paralelas. A equação 
da reta paralela eqüidistante dessas duas é .. 
(CESCEM - 73 - SP). 


26) Determinar a equação da circunferéncia que passa pelos pontos (0, 0) 
о (2, -2) e que é tangente à reta y+4=0. 
(E. Engenharia Mackensis — S. Paulo ~ 1951). 
1 а equação do círculo cujo raio é 10 e que tangencia a reta 
p prose no ponto (10, 10)? 
(E. Engenharia Mackenzie - S. Paulo - 1953) 


Geometria Analítica — Terceiro ano ? 25 


E e ца te à fe Ay 
poto 4) в uc circunferência 22+y2=25, traçada pelo 


(Economia — UFRJ — 1971). 


28) Dados os pontos 4 (3,0) B (0,4) e C (1, =1) referidos a um sistema 
cartesiano oed determinar o ponto E de pontos 
4 B«C. Be Tai. Gu В. Paulo - 16/8/51). 
30) Achar a equação da reta paralel à reta 8e - y=4 e que passa pelo 
ponto (72,8). (F. N. Filosofia - 24 época = 1947). 
31) Sendo P um ponto cuja ordenada 6 о dobro da abecissa calcule 
tata coordenadas, sabendo que cida do ponto 4 ( A (1-3) é da 


reta z4-2y— 1-0. Calcule, também, jeção. 
ida P aobre a reta de Bet +бу- Pr o Eid: 
(ENE - 1961). 


82) — a equação da circunferência de círoulo 
ry, Sh Ma (r1) Ma 8) o det аншы а АШАН A 
P (5,8) à tangente à cirounferlndis no ponto em GRAIN 

6 7, as coordenadas sendo retilíneas retangulares, 

(E. N. Engenharia — 1941). 

33) O ponto M é eqüidistante dos. pontos (3, 2) e (-3, 4). Sabendo que 
o coeficiente angular da reta que liga a origem das coordenadas 
ao ponto M é 


» então o ponto M tem coordenadas... 

0 (Economia = UFRJ = 1971). 
Sejam: 1.º) paralelas; 2.º) perpendiculares; 8.º) concorrentes 
(E. N. Química). 


34) Determinar a equação da circunferência de cfreulo que tem raio 2 
passa pela origem e tem o contro sobre a bissetria formada pelas 
direções positivas dos eixos coordenados. 


5 


(E. N. Filosofia — 1980). 


35) Ada de rota B. 1 origen daa 8. Sabe-se pe E 
pela int das retas 82- 2y+11=0 e 047у – ==. char 
a equação reta AB. 


(E. Engenharia Mackonsio — 8, Paulo — 1050). 


38) Sendo os eixos retangulares, dois dos vértices de um quadrado são as 
interseções dos eixos com a reta dz--4y - 8=0.. Pedem-se às coor- 
denadas dos quatro vértices o as equações dos outros trés lados 
sabendo-se que a origem das ooordatadas está auis no ШИИТ 


do quadrado. (E. N. Engenharia — 1940). 

37) Una бсо tem tum diâmetro cojo: suporta passi: pal mto (-2, 
À equação da tangenta em con dom custos Quy ON 
3e-+4y-57=0 e a tangente no outro extremo corta о eixo dos 2 


no ponto de abscissa 27... Achara da circunferência neste 
equação E 


F. N. Filosofia — 25/2/46). 


Questões de Concursos — Revisão 


Dada uma circunferência definida pela equação 29+ — &z — 10y-+ 
MOZO e uma reta definida pela equação Te +5 Фе, sendo 
TO e а а retangulares, determinar a menor distância de 
s eio то атоо е as coordenadas do ponto da reta mala pré- 
ximo da circunferência. xi acen - INR. 


A equação du reta suporte de um dos ditmetros de um circulo referido 
39) A оаза i ошма $ Зу - 4210-0. „А tangente so círculo por uti 
dos extremos desse corta o eixo dos z no ponto de 


abscissa 15. 

1.) Calcular o raio do círculo sabendo-se que о suporte do diâmetro 
ШЕЕ А tangente considerada corta o eixo dos y no ponto de 
ordenada - 3 

2.º) Esorever a equação da circunferência do referido círculo. 

(Р. N. Filosofin - 1949). 

40) As equações de duas retas são: Зу-4:-4=0 0 2-6=0, 

Determinar в equação do circulo tangente a essas rotas o во eixo 

dos s. (E. Engenharia Mackeasio = B. Paulo - 1086). 

41) Achar a equação da medintriz do segmento de reta cujas extremi- 

dades são os pontos: 


AC2; 3) e Bü; -5 
(F. N. Ciências Económicas - 1909) 


42) Caloulo as coordenadas da projeção ortogonal do ponto AQ; -1) 
sobre a reta y = 32, 
(ENE - 1000) 

48) Escreva n equação da circunferência de círculo qne Patas pela origem. 
a ordenadas, corta o eixo dos z no ponto de abscissa 6 е tem о 
centro na reta y = 4. 

(Foo, Eng. UEG - 1964) 
44) A circunferência 22 +y? +52 + 4y -a= 0 possui no eixo dos X 


uma corda de comprimento 3. 
Calcule o valor de a e depois determino as coordenadas do centro 


e 0 raio. 
(EPUSP - 1961) 


45) Culeulo as equações das tangentes A circunferência de círculo 
a2 + у2 = 4 paralelas à reta 82 + 4y — 12 = 0 

(Fac. Eng. С. F. Est. Rio — 1983) 
46) Dada a circunferência (2 —12 + yû =4 еа reje == k, para que 

ores de k a reta encontra a circunferência? 
(EPUSP - 1900) 

47) No trapério ABCD são dados os vértices 
Ag) C(neDG 9 


A base AB 6 o triplo da base CD. 


Calcule a equação da reta suporte do lado BC. 
(Fac. Bag. U. F. Est. Rio — 1963) 


48) Uma circunferência de círculo C tem raio igual a б е centro no ponto 
(6. 0). Outra circunferência de centro na origem 6 tangente exter 
Wormente а C. Obtenha a equação da tangente interior comum 
às duas circunferências. 

(Fac. Eng. U. E. б. - 1088). 

49) Dada a circunferência z3 + y* + 3z + by + с = O estabeleça а ra 
lação que deve existir entre b e c para que a circunferência dada 
tangencie o eixo Oy 

(ЕМЕ - 1963). 

| 80) São dados: 
o ponto A (-1; 2) 
a reta R>2+2y=0 
Б a reta Kı zb y-l =0 


Os pontos В e C pertencem à reta Ri e cada um deles é equidistante 
do ponto А e da reta R. 
I € o ponto médio do segmento RC. 
Calcule as coordenadas da projeção ortogonal do ponto I sobre a 
reta R. 
(ENE - 1903). 


51) Escreva a equação da reta suporte da mediana que parlo do vér- 
tice A do triângulo de vértices A (~3, ~3), B (1, оре CC, 3) 
(UEG - 1900). 


52) Os pontos do círeulo z? + у#-22-бу +2 = 0 que мо eqid 
tantes dos eixos coordenados: 
A) São 3, sendo dois no primeiro e um no segundo quadrante; 
B) são 4, sendo um em cada quadrante; 
С) são 2, ambos no primeiro quadrante; 
1 D) não há ponto neste circulo que seju eqüidistante dos dois eixos; 
E) são 2, um no primeiro quadrante e outro no segundo. 
(CICE - 1909). 


58) A circunferência 22 +y? -4v +3 = бе a parábola 30 -y +1=0 
tem: 
A) Quatro pontos em comum В) Trés pontos em comum 
C) Dois pontos em comum D) Um ponto em comum 


E) Nenhum ponto em comum 
(CICE - 1068). 


RESPOSTAS: 

1) 2249-370 

2) z? 4+y2-62-8y+9=0 e 2% + y? - 62-80-10 = 0 
3) (6а, – 2/0). C7 391a, 20/0) e (=°, Ча) 

4) z+? -674+8y=0 


35) -32--4y - 25-0 ou du e 


36) (0,2); (Ma, 0); C2, fs); G- } 9r+12y+26=0; 
12:-9y-32-0 e 4z- TS cU 
37) 124y* - 82 - 10у+16=0 


vA- 
зв) 15 171-8 q мв. S, gin 


В) 3x+y-18=0, 2-3y+12=0 V26 
9) х%+у%-6:-2у-6=0 ^ 
10) zero graus 

1) (6, -1) 

аз) M (19, -2) 

аз) 2 VTO; (4, 2) e (2, -4) 


po 


39) R=10 e z?+y? - 2z4y -95=0 
40) z3+y? - 267 - 14y+169=0 


14) Basta ver que as retas AB e CD e BCe AD são paralelas. A rea 6 18. 41) 32-9-7=0 43) 22 + 48-62 -8y = 0 
reta r passando pelo ponto e perpendicular a reta dada. à E 
Экер pacto de ito das retas." Calcular в distância deste 42) Ca w -&) Aline, C pa D 8-5 
" 
ponto ao ponto dado. Dá $ ТАРА 


4) у-- 5+5 


16) C2, -1) 47) z +5y-41 =0 
17) 25z-20y--504 =0 48)-2 +y-6(2- V3) = 0 49) b? = do 

18) (6, 10) e (10, 4) ou C6, 2) e (2 -9 8) (4,9 Ea 
19) 0--3eb-2; m= t/s ЖЕ: de= BHD: aw 52) 4 p 


20) Js VI елү, 12 
21) z? + y? - 8z- 8y = 0 
22) 224y?-2-y=0 
23) (7,4) e (2, -1) 
< 24) z-y- 5-0; 2r+3y-30=0; z+4y-25=0; (9,4) 
25) z+ 2y +1 =0 
26) 22492 - 18z - 12y=0 e z? +y? +4y=0 
27) 12+y? - 362 - 32y+480=0 ou 224+y2 - dz - Sy - 80-0 | 
28) 84y - 25 =0 
29) (23/22, 88/22) 
30) 32-y+9=0 


1 B 
31) Р - - 9) • (5 
32) zy? -122-8у+42=0 e d=0, 2 10 


(4-9) 


34) zt4y2-2 V27-2 Y2y-0 
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